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MUSIC - MUItiple Signal Classification

Nos Caps 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4 vimos situagdes em gque o conhecimento do DOA (Direction Of Arrival) de sinais-ameaca (threat signals)
€ imperativo para o sucesso das acoes de ataque eletronico (EA) e protecao eletrénica (EP). No Cap I1.3 , no Exemplo 9 e no
Exemplo 10, a partir do DOA de sinais de fac¢cdes amigas e inimigas, vimos algoritmos para beamforming agindo para tornar
stealth a operacéo da base station de um sistema de comunicacfes tatico, minimizando a probabilidade do sinal da base station
ser detectado pelo inimigo. A determinacdo do DOA de sinais €, portanto, uma acao de ES (Electronic Support) altamente
demandada em um teatro de operacdes de EW.

Neste capitulo estudaremos o MUSIC (MUItiple Signal Classification), que € um algoritmo para determinacdo do DOA de sinais

com alta precisdao (0 MUSIC enquadra-se na classe denominada super-resolution). O MUSIC opera sobre um vetor ﬁ[n] =
T

[VTO [n] Vr, [n] - VTK_ 1[Tl]] com cada um dos K componentes VTk [n] representando a sequéncia de amostras resultante

da digitalizacdo do sinal de tensdo medido nos terminais do respectivo k-ésimo dipolo do array, k = 0,1,---, K — 1.

Resumidamente, o MUSIC determina a matriz de covariancia Cov da sequéncia de vetores V[n] paran = 0,1,+:-, Nsmp — 1,

onde Nsmp é nimero de amostras consecutivas na sequéncia de amostras recebido por cada dipolo usadas para montar a matriz
Cov ( https://pt.wikipedia.org/wiki/Matriz_de_covari%C3%A2ncia ).

E efetuada entdo a eigendecomposicdo da matriz Cov
(https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues_and_eigenvectors) e
0S autovetores associados aos menores autovalores
(denominados autovetores de ruido) s&o considerados serem
ortogonais ao steering vector de cada m-ésimo sinal que incide
no array no DOA (6,,, ¢,,), e, por serem ortogonais, o produto
escalar entre eles € nulo.

nwd

Desta maneira, o inverso da soma do produto escalar entre cada
autovetor de ruido e o steering vector do sinal no DOA genérico
(6, ) , denominado “espectro” do MUSIC, resulta em um valor
infinito (na pratica, muito grande) na situacdo em que (6, ¢)
corresponde ao DOA de um sinal que incide no array, conforme
veremos adiante. A determinacdo do DOA dos sinais que
incidem no array equivale, portanto, a determinar para quais
angulos (6, ¢) a superficie do “espectro” do MUSIC apresenta
méaximos locais (picos), conforme mostrado em (A) ao lado para
3 sinais incidentes.
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Onda EM plana incidindo em um dipolo
Para efeito de simular o desempenho do MUSIC, precisamos inicialmente modelar como o array de K dipolos gera o vetor de
tensdes x[n] = [xg[n] x1[n] -+ xx_1[n]]7, com cada um dos componentes x; [n] representando a sequéncia de amostras

resultante da digitalizacdo do sinal de tensdo medido nos terminais do respectivo k-ésimo dipolo do array, k = 0,1,+--, K — 1. Para

tanto, precisamos determinar como cada dipolo do array de K dipolos extrai a amplitude e a fase da onda EM plana que nele incide
e a converte no fasor de tenséo respectivo em seus terminais. Consideremos o dipolo cilindrico em (A), em cuja superficie incide

uma onda EM plana na diregdo (6, ¢) cujo vetor de propagacdo é k = |K|E sendo k o vetor unitario que define a direcdo de
propagacdo da onda EM e |K| = k = 2m/A [rad/m] é a constante de propagacio que define a variacdo da fase da onda a medida
gue a onda EM se propaga na direcao E A polarizagdo do campo elétrico da onda EM é dada pelo vetor p: Onda E

p M plana
z ~ pQQ + p¢q§ onde os parametros pg e py definem 4z | (mqdiada ajtind
P = — > (1) as componentes do campo elétrico p------- umf fnl 8.9)
00 + (p) nas direces 0 ¢ . EGTTy e
Note em (B) que cada frente de onda (em magenta) -\ Iz)
incide primeiro no segmento dz na coordenada z’ e \ =
(A) somente apo6s percorrer a distancia z' cos 8 a frente \ E
de onda incide no centro de fase do dipolo na origem z' \ 0
(0,0,0), sendo z' cos 6 a projecéo de z" sobre o vetor k. \
—_ y 0 \ r
Portanto o campo elétrico da onda EM na superficie do |+ .
cilindro na coordenada z’ é dado por: L Vw% —— >y
- !
Bu() = pBoe 2 = pEoe 7 030 ) | N0

o € o fasor do campo elétrico da onda EM na superficie do cilindrof O sinal
egativo em e JXZ decorre do fato de o centro de fase estar em (0,0,0) mas a
fase da onda EM aumentar a medida que ela se aproxima do dipolo ao se gropagar
X na direcdo do vetor de propagacéo k.

Note em (B) que o conjunto de todos os campos E,, (z") incidentes em cada coordenada £’ do fio do dipglo excita correntes nas
ide 9 do Cap II.1.

respectivas coordenadas z' do fio e estabelece a distribuicdo de corrente I(z') dada pela eqyiacéo (7)
) 4
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Onda EM plana incidindo em um dipolo

A distribuicdo de corrente I(z") ao longo do fio do dipolo de comprimento L em (A) abaixo varia senoidalmente com a coordenada
z' em consequéncia de todos os campos E,,(z') incidentes em cada coordenada z' do fio variarem senoidalmente no tempo.
Como as equacdes de Maxwell relacionam derivadas no tempo e no espaco dos campos E[V/m] e H[A/m], e como a derivada de

uma variacdo senoidal também resulta senoidal, a corrente I(z") (que é dada pelo proprio campo H[A/m] na superficie cilindrica do
fio) precisa ter a forma senoidal no espaco dada pela equacéo (7) do slide 9 do Cap Il.1 (abaixo reproduzida) para que as derivadas

no tempo e no espacgo nas equacdes de Maxwell sejam compativeis.

N ,
o = Iy sin (;n (i +z )) p/ <0 I, sin (27” (- |z’|)) [A] () -Caplll
Iy sin (7 (E_Z,)> p/ z'=0 h-E;V-(-ZT)--

O produto de E,,(z") [V/m] incidente na coordenada z' pelo tamanho do segmento dz [m]
na coordenada z' define a tensdo V;,(z') = E,,(z')dz [V] entre as extremidades do
segmento dz. Somando todas as tensdes V;,(z") ao longo do comprimento L:

L
1 2

onde [(z") = 1(z")Z , sendo I(z") dado por (7) acima e sendo Z o vetor unitario do eixo
cartesiano z. O sinal negativo em (3) decorre do fato de, se conectarmos uma impedancia £
de carga Zr nos terminais do dipolo a tensdo gerada pela corrente I(z' = 0) nos
terminais sera negativa, i.e., V,, = —Z1 I(z' = 0). Neste contexto, é instrutivo interpretar

o papel darazdo I(z")/I(z" = 0) em (3):
VAL
Sin 7 (4)

1(z") Iy L
Arazdo I(z")/1(z = 0) define a condigdo de contorno (i.e., o “template” ou “molde”) de co

§—|Z|

Iz =0) 1z =0)

cada dipolo elementar dz ao longo de z. A tenséo V;,(z") = E,,(z")dz induzida em cadq dipolo ele
valor da corrente I(z') na posicdo z'. Isto define um “template” porque todos os dipolos glementare

Onda

EM  plana
(irradiada artir\d
um \pon ,8,0)
Qof rfield)

N Z

0 0 campd

E,(7') induzira tensdo em
mentar serd proporcional ao

ém a mesma impedancia

propria, logo, quanto maior a corrente I(z") induzida por E,,(z") na posigéo z' maior seré a tenséo V;,(z") nesta posigdo. A integral
em (3) soma, ent&o, ao longo de z a contribuigéo da tensédo V,;,(z") de todos os dipolos elementares, resultando em V.
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Onda EM plana incidindo em um dipolo
Substituindo as equacdes (4) e (2) em (3), temos:

L
== FE(’) 164" =~ —— [ Ba@) - losin( (5 - 121 ) 2 =
w I(Z, — 0) _£_W VA L Z zZ = I(Z’ _ O) _%_W Z OSIH /1 2 Z Z zZ =

= —j PE e~Jkz'cos 0 . | sin am (L _ 1Z'| | |2dz' =
1(z' =0) 0 2 \2 =
Onda

EAl é 21 (L AZ (|r dia aE atlrd
0°0 z T ' —jkz' cosO A . 54,1
———— | sin|—(=—|z e’ - 2dz

I(z'=0))_L (/1 (2 | |>> P2 Fo-—---- f f

2 EW(Z,) p .no Il
Na grande maioria das situacfes praticas a orientacdo espacial do dipolo € coerente com a \dzA—-
polarizagao da onda EM plana incidente, situacdo em que pgy = 0 na equacéo (1) do slide N Iz)
3, resultando p = 9 Nesta situacdo a projecédo do vetor de polarizacéo p sobre a direcao p= o Eo
Z da corrente I(z") no fio do dipolo resulta p-2=- cos(90° — 8) = —sin O ( ver vetor \ k
~ , ! \
p= Q em (A) ao lado). Substituindo esta condi¢éo na expressao de V;,, acima, temos: z \

L 0
Eoly 2 2m (L .y \
V,=—————sinf | sin[—(=—z| ]| |e /K% cosb gz’ + '
Yo I(z' = 0) ,[_% (A (2 | I)) L VW’_ﬁ — >)
B : Z' cos@
Fazendo z' = 0 na equac&o (7) do Cap II.1 no slide anterior e substituindo I(z' = 0) na 4 (A)
expresséo de 1, acima, temos: I(z)
L
E 2 2 (L .
W, = 0 siné?f sin (—(—— |z’|>>e‘sz'°059dz’ f
. 7L L A\2
SIHT )
Resolvendo a integral acima através de um desenvolvimento algébrico similar ao dos slides
12 e 13 do Cap II.1, obtemos o resultado em (5) no préximo slide.
| A ——
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Onda EM plana incidindo em um dipolo

1 {cos (%n Ccos 6) — COoS <7TTL>} - 5)

W = Eo sin 8

L
T S1 1

onde 8 é o DOA em que a onda EM incide no dipolo.

Note a similaridade entre a equacdo (5) acima, que define a
tensao V,, que surge a circuito aberto nos terminais de um
dipolo quando nele incide uma onda EM plana com fasor do
campo elétrico Ey dado por Ej, e a equagao (18) do slide 13 do
Cap 1.1, que (ao ser dividida por ej“)t) define o fasor do campo

elétrico Ey da onda EM irradiada pelo dipolo quando o dipolo é
excitado por uma corrente de radiagao I,.

zl

Onda E
(ir

M plana
\ 7 radiada \a partir\d
um \pon ,0,0)
Qof rfield)
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos

Consideremos um array (ndo necessariamente um ULA) com K dipolos de tamanho L e espacados de d entre si, no qual incide
uma onda EM plana na direcéo (8, ¢) sendo E o fasor do campo elétrico Eg, conforme mostrado em (A) abaixo.

Cada dipolo de impedancia interna Z4 alimenta o amplificador de baixo ruido

do front end de RF do respectivo RX, sendo Z; a impedancia de entrada do 3 (A)
amplificador, conforme mostrado em (B) abaixo. Note que Z, é determinada \_ _ /
pela funcdo Zin_Schelkunoff (ver slide 18 do Cap 1l.1). Note ainda que cada \A AN / da_ EM plana
dipolo entrega poténcia a impedancia de carga Zr porque a corrente I, sai >\'§ NI (irradiada a partir de
pelo terminal “+" do k-ésimo dipolo. Note também que estamos assumi \ R Umf p?_ntlg)p(r: 0, %)
’ N\ no farfie
que a impedancia de carga Z é de mesmo valor para todos os dipolos. SO
A tenséo Vindk no equivalente de Thévenin do k-ésimo dipolo em (B) ¢’ , 4
dada por ’,’ N
Vind, = Vw, — Z I, Zy, (6) S 0 ¢
{+k ’;' .
onde a tensdo I, € dada por (5) no slide anterior e Zy, € a ',' d/L.- - Eé\
impedancia mdtua entre os dipolos k e £, com k= [/ . - N
01-,K-1e£=01,,K~-1. ;T r \ E
O sinal “—” em (6) decorre de a corrente I, sair pelo ," VTo =, \.‘
terminal “+" do #-ésimo dipolo enquanto que a corrente | v s “ '\‘
I(z") = 1(z')Z que da origem a Vj,, através da equagéo :' T1] et | [ \
(3) do slide (4) entra pelo terminal “+" do k-ésimo dipolo. ! + i
I, = E Tl =4 O . 5
Za e (8) Dipolo RX : o i
+ I VT'K—lL-l_ 141
+ aes 3 -1 ¢ g
Z] RX \
C{\D Ving, Ve [2r \ ‘ . k o
_ R AL I =g
* U Z7 X
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos
Isolando ¥, em (6):

Vwi, = Ving, + z LpZyp Onda EM plana

1%k (irradiada a partir de

Do equivalente de Thévenin do k-ésimo dipolo em (B) abaixo, temos: um ponto p(r, 6, p)
Vindk = (Zy + Zp)I, N no farfield) /

Substituindo V4, na expressao de l;y, acima, resulta: \\,\'\ =
’ S
}\

Ve = Za + 2Dl + ) 1iZi (7) x X (A)
L+k e ’ \\\

Reescrevendo (7) em forma matricial:

Vivo Zy+Zr Zo1  Zow-0 [ o v Rt \
le _ ZlO ZA + ZT Zl(K—l) 11 _ ," 0 £ ’ { \
WEL T : : : 3 ) 3
VWK—l Z(K—l)O Z(K_l)l o ZA + ZT IK_l l'"' Cy "/ y Eé\\\ [
= (Z+ZrDlow @) N
onde Z[K X K] é a matriz impedancia entre os dipolos do ¢ Vr y Bo : y
array, Zr € a impedancia de carga de cada dipolo, I[K X K] ! o= lp ‘.‘ \?\\\
é a matriz identidade, e Ipye = [lo 51 Ix_1]T é o! Vo gs . \ y
vetor cujos componentes representam a corrente que sai pelo | 1=/ 1 ‘\\ '|‘ A
terminal “+" do respectivo dipolo. E + \ i J
pI i = i Tk Iy 0 ™ ] /’
k 1 — \\ '| ’l
Za e (B) Dipolo RX % \ + N
+ + li Te-1L =4+ 1
el \ ‘ ¢ .
V. 1.1 RX \ . e
C{\D Vindy, i . \ : K -
_ ™ x I =g
U Z7
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Resolvendo (8) para Iyt = [{o

Iow = (Z+ ZeD7Y,

(9)

Do equivalente de Thévenin do k-ésimo dipolo em (B) abaixo, temos:

VTK—1

Substituindo (9) em (10):

Iy
Iy

IK—1

(10)

Vr, Viv ”,f
VT 1 _1 VW ’.r
VT = 1 = ZT(Z-I-ZTI) VW = ZT(Z+ZTI) :1 ’,(11)
VTK—1 VWK_1 g

onde 1y, € dada por (5) do slide 6, sendo V},, a tens&o que sd?g_é"_
a circuito aberto nos terminais do k-ésimo dipolo quando ,"nele

incide uma onda plana com fasor do campo elétrico Eg dadg') por
E,,, estando o dipolo isolado no espaco livre.

(B)

I
Za —e
4 +
V.
W, [
@

Dipolo RX

I

ee

1L

RX

Zt

Vr, = i,lO
. 174 =
! 1 = ]1 .
E. Tk -_I_ Iy 0
Ve B4 41 A

Onda EM plana incidindo em um array de dipolos
Ix_4]":

Onda EM plana
(irradiada a partir de

um ponto p(r, 8, ¢p)
no farfield) /

; (A)
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos
A tensdo V,, que surge a circuito aberto nos terminais do k-ésimo dipolo do array (estando o dipolo isolado no espago

livre) quando nele incide uma onda EM plana com fasor do campo elétrico Eg dado por E,, = |Eok|ejLE°k é dada por (5)

do slide 6, abaixo reproduzida:

1 {cos (%n cos 9) — COS (%L)} -

v
w sin 6

k o -
T sin—-
A

onde 8 é o DOA em que a onda EM incide no k-ésimo dipolo do array (e
que é o mesmo DOA 6 para todos os demais K — 1 dipolos porque todos

os K dipolos do array sao paralelos ao eixo z).

Ocorre que o campo elétrico E,, = |E0k|ej‘E°k em (5) tem a
sua fase £E,, dependente da distancia d do centro do k;
ésimo dipolo ao plano i de fase zero do array, conforme
mostrado em (A) ao lado e conforme discutido nos slides 64 a
68 do Cap I1.2. Uma onda EM plana incidente no array sob um

DOA (8, ¢) incide no k-ésimo dipolo do array com centroem
(X, Y, Zx) tendo uma fase 2E,, dada por

2T
LE,, = - (x) sin @ cos ¢ + y; sin @ sin ¢ + z; cos6) (12)
(rever discussao nos slides 64 a 68 do Cap I1.2)

Note que a magnitude |E0k| com que a onda EM incide no k-
ésimo dipolo é a mesma magnitude |E,| do fasor E, com que
a onda incide em todos os demais K — 1 dipolos do array. Isto
ocorre porque as distancias entre os dipolas K s3d
insignificantes em relagdo a distancia r ao ponto [p0(r, 4, ¢)
no farfield, de onde a onda EM é irradiada. X

(5)

Onda EM plana (irradiada a
rtir de um  ponto
\pO(r, ,cj),) no farfield)
Viy
r=>s
r>>d
-
(0.0,0)
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos

Incluindo em (5) o giro de fase £E, dado por (12) que a onda EM incidente no array sob um DOA (6, @) exibe ao incidir no

dipolo do array com centro em (xy, Y, Zx) , € adicionalmente considerando que |E0k| = |E,|, temos:
L L
21 _ , _ 1 cos chos@ — cos|—~
V. =E eJT(xk sin 0 cos ¢p+yy sin 6 sin ¢p+2zy cos 6) [V] (13)
W 0 . T sin @
T SlI’lT

Substituindo (13) em (11):

&1 L - -
J'Zf(xo sin 0 cos ¢+, sin 6 sin ¢p+z, cos 0) y J€os (/1 T COS CoS 7
e L sin@
T sinT
VT £ L L
0 2TC . : . y COS Z7-,'-(:056 — COS T
Vr _q E.el7 (x4 sin @ cos ¢+y, sin @ sin ¢p+2z cos Q) )
ﬁ: S| =Zr(Z+ Z7]) 0 nSinnL sin 6
. A
VTK—1

L L
27 . . . y) COS | 7 7T COS 0 ) — cos -
E eJT(xK‘l sin 6 cos ¢p+yg_1 sin 6 sin ¢p+zx_1 cos )
0 sin @

L
nsm/l
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos
Que pode ser simplificada para a forma: i .

VTO o (én. o e) ~eos (T[_L) ejon(xo sin 6 cos ¢+y, sin 6 sin ¢p+z, cos 6)
_ VT1 _ 1 A A A jon(xl sin 6 cos ¢p+y, sin 6 sin ¢p+2z, cos 9)
Ve=| T |=Zp(Z+ Z)) — — e . E,
' T Sin—- :
VTK—1 A ejon(xK_l sin 8 cos ¢p+yk—_1 sin 6 sin ¢p+zx_1 cos 9)_
Ou ainda simplificada para a forma: 5
Vo = L - ean(xo sin 0 cos ¢p+yg sin 6 sin ¢p+2z, cos 9)
T 7 2 cos (Zn cos 9) — COS (T) 2m, . .
_ (ZT n ZA)(Z n ZTI) -1 T e]T(xl sin 0 cos ¢+y4 sin 6 sin ¢p+2z4 cos 9) E,
\ | Zr +Zy) 7 sin °X sin 6 :
Y ejon(xK_l sin 6 cos ¢p+yk_1 sin 6 sin ¢p+zx_1 cos B)
Cpl \ i }
Vr,
Vy. Zy S,(6,¢)
—_— . A
VTK—1

Cpl= (Zy+Z)(Z+ Z;D)7 1 (15)

ejon(xo sin 0 cos ¢+y, sin 6 sin ¢+2z, cos 0)

cosS (én cos 8) — COS (n_L)
A { A A } ejon(x1 sin 6 cos ¢+y; sin 6 sin ¢p+z, cos 6)
sin 0 :

$,(0,¢) = ——
nsinT

onde: ejZTn(xK_l sin 6 cos ¢p+yg_4 sin 8 sin ¢p+zg_4 cos 6)

° EO é o fasor do campo elétrico Eg da onda EM que incide no array sob um DOA (6, ¢).

e Cpl[K X K] é a matriz de acoplamento do array. Note em (15) que se ndo ha acoplamento entre os dipolos, as impedancias
muatuas fora da diagonal da matriz Z sdo nulas e Z se torna uma matriz diagonal com elementos de valor Z, na diagonal
determinados pela fungdo Zin_Schelkunoff — ver slide 18 do Cap II.1). Nesta situagdo Cpl simplifica para uma matriz identidade.

® 5,(6, ¢) é o steering vector da onda EM que incide no array na dire¢do (6, ¢) com magnitude e fase dada pelo fasor E,. Note a
seﬁelhan(;a de (16) com a equacéao (28) no slide 126 do Cap I1.3.
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Onda EM plana incidindo em um array de dipolos

Para o caso em que M ondas EM incidem no array respectivamente sob um DOA (6,,,, $,,), comm = 0,1:--M — 1, tendo
cada m-ésima onda EM um fasor do campo elétrico Eg dado por E,_, a equagdo (14) é generalizada para:

VTO EOO
VT ZT EO
Vr = 1 |=—CplSvM 1 17
S I B ZE A i B (17)
VTK—l EOM—1
SVM = [Sy(00, #0) SO, 1) + Sp(Om—1, Pu-1)] (18)

onde SVM[K X M] é a matriz de steering vectors em que cada m-ésima coluna corresponde ao steering vector S,,(6,,,, $,)
dado por (16).
Ocorre que a onda EM é inevitavelmente corrompida por ruido aditivo Gaussiano branco ao se propagar através do canal

de transmissdo (ver slides 27 e 28 de https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1 Capl.pdf). Para contemplar esta situacdo,
(17) é reescrita como

VTO Eoo No

Vr Zr Ey M1
Veo=] ' |=————CplSvM| * |[+] " (19)
T s Tz PV ;

VTK—l EOM—l r’K—l

onde 7y, é o sinal de ruido recebido do canal de transmissao pelo k-ésimo dipolo do array de K dipolos, k = 0,1--- K — 1.
Explicitando em (19) as sequéncias de amostras em banda-base no dominio tempo discreto n, temos:

Vr,[n] Eo,[n] nolnl
Z
Vrln] = VTls[n] =mcm SvM E"l;["] 4| mlnl (20)
Vry_,[n] Eo,,_, [n] Nk-1[n]
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A eigen-decomposi¢do da matriz de covariancia da sequéncia de vetores V|[n]

Para uma sequéncia de NSmpl vetores Vy[n], com n =0,1---NSmpl — 1, a matriz de covaridncia Cov [K X K] da
sequéncia V[n] é obtida através de :

1 NSmpl—-1
V., = z Vr[n 21
n=0
NSmpl—-1
- g 22
Cov = N Smpl Z.) (Veln) = Vau) (Viln] = Vi) (22)
n=

onde ()" é o operador que retorna o conjugado transposto de seu vetor-argumento. Dai, os K eigenvalues (autovalores) e
0s K respectivos eigenvectors (autovetores) da matriz de covariancia Cov s3ao determinados (ver

https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenvalues and eigenvectors) resultando:

Ao
/1:1 = eigenvals(Cov) (23)

Ak—1

Upo Uo1 UO(K—l)
U= :U1o U11: . Ul(lf_l) =[Up Uy - Ug-1] = eigenvec(Cov) (24)
Uk-vo Uk-n1  Uk-nx-1
Uok
onde a k-ésima coluna Uy da matriz U[K X K] é o autovetor Uy = Uslk associado ao autovalor A, sendo k =
Uk-vk

0,1---K — 1. As K componentes de cada autovetor Uy sdao valores no dominio complexo C. Os K autovetores tem mdédulo

ce s 2 ~ . .
unitario, i.e., QkH - Uy = |Qk| = 1 e sdo ortogonais entre si, i.e, QfH - U, =0, sendo £ # k. Note, portanto, que os K
autovetores formam uma base ortogonal de vetores unitarios no dominio complexo CX, definindo K eixos cartesianos.
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A eigen-decomposi¢cdao da matriz de covariancia da sequéncia de vetores V;[n]

Se projetarmos cada vetor V;[n] da sequéncia de NSmpl vetores (apds subtrair o vetor média 1}, ) sobre cada um dos K

eixos cartesianos definidos pelos respectivos autovetores Uy, obteremos uma sequéncia de NSmpl projegdes Proj[n] sobre
cada um dos K eixos, onden =0,1---NSmpl—1 ek =0,1--K —1:

Proj[n] = Uy - Vr[n] (25)

Se determinarmos a poténcia Pot, da sequéncia de NSmpl proje¢des em cada respectivo k-ésimo eixo cartesiano,
observaremos que Pot;, = A;, conforme veremos no Exemplo 1 do slide 18:
NSmpl-1

1 2
Pot;, = —— Z Proj =1 (26)
k NSmpl | ]k,nl k
n=0
O fato de a poténcia Potj da sequéncia de NSmpl projecGes no respectivo k-ésimo eixo cartesiano ser igual ao autovalor
A associado ao autovetor Uy, que d& a diregéo do eixo sugere a seguinte interpretagéo para a eigen-decomposicéo da matriz Cov:

Dentre as M ondas EM incidentes no array, a m-ésima onda EM incidindo sob um DOA (6,,,, ¢,,) gera um autovalor 4,,, que
indica com que “intensidade” os vetores da m-ésima classe de vetores semelhantes entre si e implicitos na sequéncia de
NSmpl vetores V- [n] (apds subtrair o vetor média V,, ) se alinham com o respectivo eixo cartesiano definido pelo autovetor

U, sendom = 0,1---M — 1. Os vetores da m-ésima classe de vetores sao consequéncia da m-ésima onda EM incidente, e,
por esta razao, mantém coeréncia (correlacao) temporal consigo mesmo. Portanto, os vetores da m-ésima classe se alinham
preferencialmente com os respectivos M eixos cartesianos U, que mais fielmente os representam, sendo a “intensidade”
com que os vetores da m-ésima classe se alinham com o eixo U,,, medida pelo correspondente autovalor 4,,. Ja o ruido
branco Gaussiano do canal, também implicito na sequéncia de vetores em V;[n] (ver equac¢do (20) do slide 13), é

descorrelacionado consigo mesmo por ser aleatdrio e branco. Portanto, o sinal de ruido nao se alinha preferencialmente a
qualquer eixo cartesiano Uy, particular, alinhando-se e distribuindo-se uniformemente em todos os K eixos cartesianos.

Como a relagao-sinal ruido SNR no canal deve ser suficientemente alta para que os sinais sejam demodulados, a
consequéncia é que a poténcia do ruido é significativamente menor que a do sinal. Portanto, os autovalores A, associados
aos K — M eixos cartesianos U, aos quais somente o ruido se alinha serdo muito menores que os autovalores 4,,
associados aos M eixos cartesianos U, aos quais respectivamente se alinham os sinais das M ondas EM que incidem no
array, sendof = M,M +1---K — 1.
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A eigen-decomposi¢do da matriz de covariancia da sequéncia de vetores V|[n]

A discussao no slide anterior nos leva ao conceito de signal eigenvector (autovetor de sinal) e noise eigenvector (autovetor
de ruido):

Signal eigenvector Es,,: Autovetor ao qual se alinha a m-ésima classe de vetores semelhantes entre si e implicitos na
sequéncia de NSmpl vetores Vy[n] (apos subtrair o vetor média 1}, ), classe que representa um dos M sinais transportados

pelas respectivas M ondas EM que incidem no array, sendo m = (Tl M —1.

Noise eigenvector En,: Autovetor ortogonal a qualquer uma das M classes de vetores semelhantes entre si e implicitos na
sequéncia de NSmpl vetores V[n] (apds subtrair o vetor média 1}, ), classes que respectivamente representam os M sinais

transportados pelas respectivas M ondas EM que incidem no array, sendo £ = M,M 4+ 1---K — 1. Um noise eigenvector é
identificado pelo autovalor A, associado que, conforme discutido no slide anterior, € muito menor que os autovalores 1,,
associados aos signal eigenvectors U,, que definem a direcdo dos M eixos cartesianos aos quais respectivamente se
alinham os sinais das M ondas EM que incidem no array.

Importante notar nas equacgdes (17) e (18) do slide 13 que a m-ésima classe de vetores semelhantes entre si e implicitos na
sequéncia de NSmpl vetores V[n] (apds subtrair o vetor média 1},, ) é explicitada na combinacg3o linear do produto entre
os M steering vectors Sv(Bm,Em) e a matriz de acoplamento Cp_lponderados pelos fasores E, da respectiva m-ésima
onda EM que incide no;rray no DOA (6,,, .n):

Vr,
a Zn
Ve=[ "' | =775 |E0,CP1 S, (60, ¢0) + Eo, Cpl S,(61, p1) + -+ + Egy,_, CP1 S, (Oy-1, ¢M—1)] (27)
| ErtZo J | )
s Y Y Y

classe O classe 1 classeM — 1

Portanto, como cada noise eigenvector En, é ortogonal a qualquer uma das M classes de vetores (= M
subespacos) que se projetam com maior “intensidade” sobre o respectivo eixo cartesiano definido pelo
autovetor U,, , entdo, cada noise eigenvector En, é ortogonal a cada um dos produtos Cpl S, (6,,,, $n)

em (27).
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A determina¢ao do DOA através do MUSIC:

A ortogonalidade entre os noise eigenvectors En, e o produto Cpl S, (6,,, ¢,,) implica ser nulo o resultado do produto
escalar entre o noise eigenvector En, e o produto Cpl S,(6,,, ), sendom=0,1--M—-1e f=M,M+1--K—1:

[CP1S, (O, 9]~ Ene = 0 (28)

Como o produto escalar em (28) resulta zero nos DOAs (8,,, ¢,,) das M ondas EM que incidem no array, o seu inverso
resulta um valor infinito para (6,,, ¢,,), e dai podemos definir a fungdo PMU(6, ¢p), denominada “espectro” do MUSIC, que
resulta em um valor infinito (na pratica, muito grande) na situa¢do em que (8, ¢) corresponde ao DOA (6,,, ¢,,) de uma
das M ondas EM que incidem no array:

|g C qb)|2

H T
p(6,9)= [[Cpl Sy (8, ¢)] - En] (30)

onde p (0, ¢) é um vetor coluna com NnoiseEigV = K — M componentes e onde En [K X NnoiseEigV] é a matriz cujas

colunas correspondem aos NnoiseEigV noise eigenvectors. Cada um dos NnoiseEigV noise eigenvectors é identificado pelo
autovalor A, associado que, conforme a discussdao no slide 15, é muito menor que os autovalores A,, associados aos
autovetores U, que definem a direcao dos M eixos cartesianos aos quais respectivamente se alinham os sinais das M ondas
EM que incidem no array.

A determinagdo do DOA (6,,, ¢,,), dos sinais das M ondas EM que incidem no array consiste em determinar para quais
angulos (0, ¢) a superficie PMU(6, ¢p) apresenta maximos locais (picos).
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

Exemplo 1: Consideremos o phased-array do tipo Uniform Circular Array (UCA) mostrado em (B), operando em f, = 850MHz
e constituido por 6 dipolos cilindricos de tamanho [ = 0.5\ e de raio a=5mm conforme (A), separados entre si de s=0.25),
sendo A o comprimento de onda em f,. O plano xy é paralelo ao plano do solo de modo que os dipolos sdao verticalmente

polarizados. ™ 71

P4

A impedancia de carga de cada dipolo é Z; =50 [€2].

Coordenadas do centro

do dipolo A, k=0,1,5

Ay (s, 0,0)

A: (scos60°, ssen60°, 0)
0 A, (-sc0s60°, ssen60°, 0)

A
A2 "'4'
i
]
:’ 00— i
LAt 1
k= (1 A
5
Z= M i
I i
i o
= A,
2a
(A) Geometria do dipolo usado no
array mostrado em (B).

Yo Zyy Zyy Zy Zo3 204 25 | | £y

Vi 202, 23232,,%25 || 1,

Vol = | Za0Za 23 293 204 255 || By

Vs 232y 23y 233 Z,, 2y | |

Vs 2y 24 24y 243 24 245 || B4

Vs ZyyZ5) Zsy Zs3 Zg4 Zgg | | s

> A3(s0,0)
A, (-sc0s60°, -ssen60°, 0)
Ag: (scos60°, -ssen60°, 0)

(B) Uniform Circular Array (UCA)

com 6 dipolos idénticos ao
mostrado em(A) e coordenadas
do centro de cada dipolo.

(C) Relagio entre tensdes e correntes nos dipolos
do UCA mostrado em (B). Z,,, ¢ a impedéncia
miitua entre os dipolos A, e Ap. Zpp, €a
impedancia prépria do dipolo A,
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A determina¢ao do DOA através do MUSIC:

Um conjunto de ondas EM originadas em transmissores localizados em coordenadas distintas incidem no UCA com
amplitudes Mag relativas e DOAs (8, ¢) conforme tabela em (A). Os transmissores utilizam modulagdo 16-QAM com um
alfabeto da modulacdo dado pelo mapa IQSymbolMap em (B) , sendo cada um dos 16 simbolos IQ em IQSymbolMap
mapeado em uma palavra de 4 bits (ver https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1 CaplV.pdf) .

3431 —1+3i 1+3i 3+3i)
(B)

(A)  Mag: DOA 6: DOA ¢: 34i d4i l+i 34
1.0 45° 315° IQSymbolMap = _ _ _ _
0.7 62° 180° -3-1 -1-1 1-1 3-1i
0.5 71° 20° -3-31 -1-31 1-31 3- 34

Para efeito de eficiéncia espectral, como é usual em qualquer sistema digital, os transmissores adotam um scrambler na
entrada do modulador (energy dispersal scrambler - ver https://en.wikipedia.org/wiki/Scrambler ) que torna aleatéria e
uniforme a distribuicdao dos simbolos IQ na sequéncia de simbolos IQ extraidos do mapa IQSymbolMap em funcdo da
sequéncia de palavras binarias de 4 bits na entrada do scrambler, sequéncia que corresponde a informacao digital a ser
transmitida pelo transmissor.

As tensdes nos terminais dos 6 dipolos resultantes da incidéncia das ondas EM sao digitalizadas e convertidas para banda-
Vr, [n]
0

. . o Ve In
base pelos respectivos receptores (RX) do array de dipolos e sdo armazenadas no vetor V[n] = Tl_[ J .

Vr. [n]

Uma sequéncia de NSmpl = 2000 vetores V[n], n = 0,1:-- NSmpl — 1, é processada pelo algoritmo MUSIC para efeito
de determinar o DOA (0, ¢) das ondas EM incidentes.
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A determina¢ao do DOA através do MUSIC:

Pede-se: (a) Determine e plote a constelagdo das 6 sequéncias de simbolos IQ armazenadas em V;[n] caso ndo houvesse
ruido no canal (SNR = ). (b) Determine e plote a constelagdo das 6 sequéncias de simbolos IQ armazenadas em V;[n]

sabendo que a relacao sinal-ruido do canal no local onde o UCA situa-se é SNR = 15 [dB]. (c) Determine a matriz de
covariancia Cov da sequéncia de vetores V;[n] e efetue a sua eigen-decomposicdo. (d) Verifique a ortogonalidade entre

autovetores da matriz Cov e o mdédulo unitario de cada um deles. (e) Efetue a projegao da sequéncia de NSmpl vetores
Vr[n] sobre cada um dos 6 eixos cartesianos da base ortonormal formada pelos autovetores de Cov, determine a

poténcia de cada uma das 6 projecdes e verifique a correspondéncia com os respectivos autovalores. (f) Determine os
auto vetores de ruido da matriz Cov. (g) Determine o espectro PMU(6, ¢) resultante do processamento efetuado pelo
algoritmo MUSIC. Plote em um gréfico 3D a superficie PMU(6, ¢) e, adicionalmente, plote a superficie PMU(6, ¢) em um
grafico de contornos. Verifique se os maximos locais de PMU(8, ¢) ocorrem nos DOAs (6,,, $,,) das M ondas EM que
incidemnoarray, m=0,1---M — 1.

O script do software MathCad utilizado na solucéo deste exemplo esta disponivel em
http://www.fccdecastro.com.br/ZIP/E1S18(MUSIC _UCA6D) R1.zip.
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A determinacao do DOA através do MUSIC:
Solugao:

f:= 850-MHz —> frequéncia de operacao N = £ X =0.353m —> comprimento de onda da onda eletromagnética
f

ZT:= 50.) — impedancia de carga de cada um dos 6 dipolos do array

SNR := 15 [dB] — Relagao sinal-ruido no canal de transmisséo

NSmpl := 2000 —> NUimero de amostras em banda-base (simbolos IQ) recebidas por
dipolo
DOAs (8,0) e magnitude relativa Mag das ondas EM planas que incidem no UCA moduladas em 16-QAM:

45.° 315.° 1.0
— amplitudes das ondas EM sdo distintas em razdo das
DOA = | 62-° 180-° Mag = | 0.7 o o .
condicdes de propagacao distintas no canal de transmissao
71-° 20.° 0.5

M = rows(DOA) =3 — Numero de ondas EM planas que incidem no UCA.

L=05N — tamanho dos dipolos 5 ad
o 17_315.1 —> constante de propagag¢ao da onda EM

Y m

B

Ri=5mm — raio do dipolo cilindrico
5= 0.25-N —> espacamento entre dipolos
s 0 0 0.088 0 0
s-cos(60deg) s-sin(60deg) 0 0.044 0.076 0
—s-cos(60deg) s-sin(60deg) O -0.044 0.076 0
w -s 0 0 -0.088 0 0
0 0
0 0

s

m —> coordenadas do centro de cada
um dos 6 dipolos do UCA.
—s-cos(60deg) —s-sin(60deg) —0.044 —0.076

\_s-cos(60deg) —s-sin(60deg) 0.044 —-0.076

K=rows(C)=6 — numero de dipolos do array
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

(a) Matriz impedancia entre os dipolos do array:

aa:=0.K-1 bb=0.K-1 D = J[(Cm))aa - (C((’))bb]z + [(C('>]aa - (Cm)bb}z + [(C@)aa - (C@)bbf

D
Z e if[aa=bb,Zin_Schclkunoff[l,i,Lj,ZMutual_Schclkunoff[L,L, R R aa’bh,iB

mm m m m m mm mm m m

78.517 + 45.6791  47.016 — 32.68i  —0.772 — 41.4491 —14.447 —34.501i —0.772 — 41.4491  47.016 — 32.68i
47.016 — 32.681  78.517 + 45.6791 47.016 —32.681 —0.772 — 41.4491 —14.447 — 345011 —0.772 — 41.449i
—0.772 — 41.4491  47.016 — 32.681 78517 + 45.6791  47.016 —32.681 —-0.772 —41.4491 -14.447 — 345011
—14.447 — 345011 —0.772 —41.4491 47016 —32.681 78517 + 45.6791  47.016 — 32.681 —0.772 — 41.449i .
—0.772 — 41.4491 —14.447 - 345011 —0.772 - 41.4491 47.016 —32.681 78.517 + 45.6791  47.016 — 32.68i
47.016 — 32,681 —0.772 — 41.4491 -14.447 - 345011 -0.772 - 41.4491 47.016 — 32.681 78.517 + 45.6791 )

Steering vector Sv(8,$) - equacao (16) do slide 12 do Cap I1.6:

[ j[B-(sin(8)-cos(d)-Cq_gtsin(B)-sin(d)-Cy_1+cos(8)-C o)] |
. .

i-[ B-(sin(8)-cos(9)-C; _g+sin()-sin()-C; j+eos(8)-C; )]
. _

cas(%-cos(ﬁ}] - cos(%j ej-[[j- sin(ﬁ)-cos(d))-C2_0+sin(8)-sin(q3)-CL1+cos(9)-cz‘2]]

i-[ B(sin(0)- cos(b)-Cy_g+sin()-sin() Cy_+cos(8)-Cy )]
. .

i-[ B(sin(6)-cos(9)-Cs_ g+sin()-sin()-Cs j+cos(8)-Cs )]
e . .

{
(
(
v(0,0) = . .
0 ﬂ.sin(ﬂj sin(6) ej'[B'[Siﬂ(e)'COS(dJ)-C3_O+Sin(9}-sin(¢)-C3T1+c05(9}-C3‘2]]
{
(
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

Matriz do acoplamento Cpl - equacgao (15) do slide 12 do Cap 11.6:

ZA = ZO 0 —> impedéancia propria dos K = 6 dipolos do UCA

Cpl = (ZT + ZA)-(Z + ZT-identity(K)) |

0.866 — 0.3271 —0.256 + 0.3331 0.012 + 0.0351 —-0.048 + 0.032i 0.012 + 0.035i
0.012 + 0.0351 —-0.256 + 0.3331 0.866 — 0.3271 —0.256 + 0.3331 0.012 + 0.035i

0.012 + 0.0351 —-0.048 + 0.0321 0.012 + 0.0351 —0.256 + 0.3331 0.866 — 0.3271

Constelacao 16-QAM do sinal transportado por cada onda EM:

3
1
A= » n=0.3 Jj:=0.3 IQS}melMHpii,jj = A3—jj -l-j-ff“xii
-3
=34+3 -1 +31 1+31 3+3
—3+1 —-l+1 1+1 3+1
1QsymbolMap = 3-1i -1-1 1-1i 3-i

-3-31 -1 -31 1-3i 3-3i

~0.256 + 0.333i
0.012 + 0.035i
~0.048 + 0.032i
0.012 + 0.035i
~0.256 + 0.333i
0.866 — 0.327i

—0.256 + 0.3331  0.866 — 0.3271 —0.256 + 0.3331 0.012 + 0.0351 —0.048 + 0.0321

—0.048 + 0.032i 0.012 + 0.0351 —-0.256 + 0.3331 0.866 — 0.3271 —0.256 + 0.333i

-0.256 + 0.333i 0.012 + 0.035i —0.048 + 0.032i 0.012 + 0.0351 -0.256 + 0.333i
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

Geracao da sequénca de amostras em banda-base transportadas pelas M = 3 ondas EM planas que incidem no UCA
moduladas pela sequéncia de NSmpl = 2000 simbolos IQ 16-QAM:

V
n:= 0..NSmpl - 1 m:=0.M-1 Ec:-_m,n = IQSymbolMapround(mdm)}!mund(md{}}]-g
4
2
Im(Eo) 0| —> constelagdo de simbolos 1Q 16-QAM geradanos M =3
e . . . . TXs que d&o origem as respectivas ondas EM moduladas
) pelas respectivas sequéncias de simbolos IQ.
-4
—4 -2 0 2 4

Re(Eo)

Amplitude de cada onda EM: Fo .= Mag -Fo
m, n _m _m

? L]

Sequénca de amostras em banda-base transportadas por cada uma das M = 3 ondas EM planas que incidem no UCA:

0 1 2 3 4 5
Eo - |0 -143i -1-i -1-i -1-i -3+43i 3-3i| MV

1| -0.7+2.1i] 0.7+0.7i| -2.1+0.7i| 0.7+2.1i| 0.7+0.7i 0.7-2.1i| m
2| 0.5+0.5i| -1.5-0.5i| -1.5-0.5i| -0.5-0.5i| -0.5-0.5i
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

SvM<—“1> — SV(DOA m. 0’ DOA - 1) —> matriz de steering vectors - equacao (18) do slide 13 do Cap 1.6
= L-Cpl-SvM-Eo — VT é o vetor em que cada componente € a sequéncia de amostras da tenséo
ZT + ZA digitalizada em banda-base nos terminais do repectivo dipolo - equagéao (17) do slide

13 do Cap II.6.

Plotando a constelacéo de simbolos 1Q recebidas nos terminais VT de cada umdos K = 6 dipolos:

0.2 -02

05 02 0.
0.1 0.1
e o lly | )] o
o
Y ~0.1
-0 T o1 0 o1 0.2 02 —oa 0 0.1 0.2 -02.°
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A determinacao do DOA através do MUSIC:
(b} Adicionando as tensdes do vetor VT o ruido gaussiano do canal de modo que a relagao sinal -ruido seja SNR = 15 [dB]:
YT:= AWGN(VT,SNR)  —> equagao (20) do slide 13 do Cap I1.6

Plotando a constelacdo de simbolos IQ recebidas nos terminais VT de cada umdos K = 6 dipolos ap6s a adigao do ruido
gaussiano do canal:

0.2

. 3
“02 -0l 0 0.1 0.2 02 —0.1 0 0.1 02 202 -0075 005 0175 03

RE[(VTT](B)] Rc[(VTT)<4)] Ra[( VTT]G)]
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

(¢) Construindo a matriz de covaridncia Cov da sequéncia de vetores V

(2117 - 1.769i

0.115 - 1.647i
NSmpl-1 .
1 0.622 + 0.6811
Vm = Z v -mV
NSmpl —0.998 + 1.329i
=0
! 0.299 — 1.075i
\ 2.483 — 3.0821
Extraindo o vetor média Vm da sequéncia de vetores ".-’T{“> :
VT<n> = VT<n> - Vm
Matriz de covariancia Cov da sequéncia de vetores ‘JT<“>:
NSmpl-1 ——\T
Cov = : Z |:(VT<D>)-(VT(”>) }
NSmpl
n=10
[ 7.04 285+ 2311 -2.14+ 1.821i -09+ 1.38i
2.85-2301 4.4 —0.98 + 0.231 -2.05 — 0.821
3 -2.14 — 1.82i —-0.98 — 0.23i 4.19 2.18 — 2.82i
107-Cov = ) . .
—-0.9—-1.381 =205+ 0821 2.18 + 2.821 5.9
058 —1.660 —-029+ 2341 2.75-0441 2.55-2.08i
395-0.011 1.33+0441 0.06-1.060 -3.57 + 0.28i

T("} :

0.58 + 1.66i
—0.29 — 2.344
2.75 + 0.44i
2.55 + 2.08i
5.23
1+ 1.73i

—> equacdo (22) do slide 14 do Cap 1.6

3.95 + 0.01i )
1.33 — 0.44i
0.06 + 1.06i

23.57 - 0.28i |

1 -1.731

7.69 y.

()

— Vetor média Vm da sequéncia de vetores VT
- equacao (21) do slide 14 do Cap 1.6
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

Autovalores hk da matriz Cov: ki=0.K-1 ka:=0..K-1
(15.234
11.775
_ —> equacao (23) do slide 14 do Cap 1.6
= 6.909
N%k : elgenvals{Cov}K_k_] s 103_)\ _ _Vz
0.187
0.176
0.173 )

Grafico do espectro de autovalores kk . Note os ultimos NnoiseEigV := 3 valores de )\k insignificantes aproximadamente iguais, o

que indica haver NnoiseEigV = 3 noise eigevectors e portanto K — NnoiseEigV = 3 sinais incidentes (ajustar manualmente o valor de
NnoiseEigV no inicio do paragrafo acima a partir da inspecao visual do grafico do espectro de autovalores kk abaixo - ver discussao

no slide 16 do Cap 1.6 ).

0.02
0.015P
0]
gi;k 0.01
5x107°
G [ [ fi
0 I 2 3 4 5
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Autovetores U<k}

u = eigenvec(Cov, kka)k -

k.ka

[ —0.474 + 0.237i
—0.245 + 0.132i
0.293 — 0.124i
U= 0.475 + 0.066i

. 0519+ 0.117

0.166 + 3.962i x 10 °

0321 + 6.873ix 10 °

A determinacao do DOA através do MUSIC:

0.307 + 0.238i
0.142 - 0.309i
0.349 - 0.0311

0.223 + 0.341

0.582 — 0.052i

da matriz Cov (equacao (24) do slide 14 do Cap I1.6):

~0.341 — 0.122i —0.124 - 0.553i —0.085 - 0.32i 0.074 + 0.019i )

-0.48 + 0.154i
0.213 + 0.334
-0.177 = 0.144i

0.173 — 0.266i

0.492 + 0.251

0.229 + 0.1071  0.513 + 04461 0.123 + 0.1081
0.382 -0.4951 -0.237+ 0261 0.18 + 0.2661
0.049 = 0.1521 0252+ 0.171  =0.095 = 0.6531

0.029 + 0.352i  0.238 — 0.3811  0.423 + 0.156i

0.194 + 0.1891 —0.047 + 0.0911 —0.183 — 0.4381

(d) Verificando a ortogonalidade entre autovetores e 0 modulo unitario de cada um:

5, ((007)

—>

1

SS =

o R e o R N =]

0000 O0)

1

o I [ . B

0

—

[ R e T

000
000
100
010
001
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(e) Sequéncia de projegbes Proj da sequéncia de NSmpl = 2000 vetores v

A determinacao do DOA através do MUSIC:

sobre cada umdos K = 6 eixos cartesianos da base

ortonormal formada pelos K = 6 autovetores, cada autovetor sendo o vetor unitario que da a diregao do respectivo eixo cartesiano da

base ortonormal, onde n = (.. NSmpl — 1:

Projk n = (U

(T

(equacao (25) do slide

15 do Cap I1.6)

)»‘VT‘{“> —> Proj =

0 1 2
0 23.599-26.215i -48.173+127.864i -74.97+31.821i
1 -121.269+123.681i -6.426+7.544i -122.829-53.05i
2 -6.792-43.141i 3.142+73.254i -18.267+72.739i | ‘mV
3 -13.029-8.056i -10.032+9.392i -6.177+2.99i
4 3.813-8.031i -4,658+14.528i 1.697-3.15i
5 1.439+14.581i -4.149+16.9i

Determinando a poténcia POtk da sequéncia de NSmpl = 2000 projecdes em cada respectivo k -€simo eixo cartesiano dentre os

K = 6 eixos cartesianos da base ortonormal formada pelos K = 6 autovetores. Comparando a poténcia de cadaumadas K =6 s
equéncias de projecdes com os respectivos autovalores:

1
Pot, = .
k™ NSmpl

> ([Proiof

n

(equacéao (26) do slide 15 do Cap 11.6)

<

15.234 (15.234

11.775 11.775

6.909 6.909
10°-Pot = VS 100a-=

0.187 0.187

0.176 0.176

0.173 ) \ 0.173 )
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A determinacao do DOA através do MUSIC:
(f) Obtendo os noise eigenvectors En (autovetores com autovalor associado insignificante):

startcol := K — NnoiseEigV =3 — indice das colunas de U onde comegam os noise eigenvectors

(—0.124 - 0.553i —0.085 — 0.32i
0.229 + 0.1071  0.513 + 0.4461
0.382 - 0.4951 —-0.237 + 0.261
0.049 = 0.1521  0.252+ 0.171
0.029 + 0.3521  0.238 — 0.381i

\ 0.194 + 0.1891 -0.047 + 0.0911

En := submatrix(U, 0, rows(U) — 1,startcol,cols(U) — 1) — En=

(g) O MUSIC spectrum PMU ¢é determinado através de:

PMU(6, ) = 1

2 —» equagdo (29) do slide 17 do Cap 1.6
(Ip6.9)|)

0.074 + 0.019i
0.123 + 0.108i1
0.18 + 0.2661
—0.095 - 0.6531
0.423 + 0.156i
—0.183 - 0.4381

T
- -1
onde p(0,d) := [[(Cpl-Sv(e‘ d:-))T]-En-1dent11y(NnoiseEigV)] -m : € a equacao (30) do slide 17 (foi inserida a unidade m para
tornar p(0, ¢) adimensional e foi multiplicado pela matriz identidade para manter p(6, ¢) como matriz na situagdo em que

NnoiseEigV =1).

Tratando numercamente adivisao por zeroem PMU( 0, ¢) e imitando seu valor maximo em Max, 0 espectro PMU(0,¢) €

determinado como:

Max = |- 1[}5 —>» ajustar Max para o topo das "torres" do PMU serem igualmente visiveis no grafico 3D de PMU(6, ¢) para cada

DOA(6,9) das ondas EM incidentes

PMU(8, ¢) = if{lp{@,d})l =0, 103?,&‘{—1 > Max, Max,

(lp(8,0)])? (|p(9‘¢-]|)2]]
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

Plotando o MUSIC spectrum PMU(©, ¢) no grid range [Bmin, Bmax] e [¢pmin, pmax] :
Nota: 8—0 & o zenite do UCAe deve ser evitado porque |p(8,d)|—0 nesta situacéo (os dipolos néo irradiam p/ 8=0). Esta
situagdo mascara a condicdo de ortogonalidade entre Cpl.Sv(8,¢) e En, resultando em falsa detecdo de DOApara 6—0.

Omin := 20-° Bmax := 90-° Grido := 50 45 315 0.785 5.498
¢min = 0-° ¢max = 360-° Grido = 200 DOA=|62 180 |-° — DOA =| 1.082 3.142 |-rad
Dat := CreateMesh(PMU, 6min, Omax, ¢min, dmax, Grid0, Gridd) 71 20 1.239 0.349

| 110°

| 8-10*

| 6-10*

2

| 4-10*

| 2-10*

6.28
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

0.785 5.49§

————
<] 1.082 3.142 |-
—

1.239 0.349

portanto que os angulos (6, ¢) em
que /ocorrem os maximos locais de
(6,¢) correspondem com boa

espectivas M = 3 ondas EM que incidem
no array.

Note também que a resolucdo angular
do DOA ¢ € muito maior do que a
resolucdo angular do DOA 6. Isto
acontece porque o0s dipolos estdo
espacialmente distribuidos no plano
azimutal onde ¢ € medido (plano xy).
Portanto, para aumentar a resolucao
angular do DOA 6, seria necessario
“empilhar” réplicas do UCA ao longo do
eixo z.

Note ainda que quanto mais dipolos
formar o UCA, maior serd a resolucéo
angular do DOA ¢.

035 041 047 053 059 065 072 078 084 09 09 1.02 1.08 1.14 12 127 133 139 145 151 157

Theta
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

Exemplo 2: Consideremos o phased-array do tipo Uniform Linear Array (ULA) mostrado em (A), operando em f, = 850MHz
e constituido por 6 dipolos cilindricos de tamanho L = 0.5A e de raio a=5mm, separados entre si de s=0.5A, sendo A o
comprimento de onda em f_. O plano xy é paralelo ao plano do solo de modo que os dipolos sdo verticalmente polarizados.

A impedancia de carga de cada dipolo é Z; =50 [€2].

/%(/_,

7

Onda EM plana
(irradiada a partir de

SO um ponto p(r, 0, P)
\@ farfield)

“
\J
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A determina¢ao do DOA através do MUSIC:

Um conjunto de ondas EM originadas em transmissores localizados em coordenadas distintas incidem no ULA com
amplitudes Mag relativas e DOAs (8, ¢) conforme tabela em (A). Os transmissores utilizam modulagdo 16-QAM com um
alfabeto da modulacdo dado pelo mapa IQSymbolMap em (B) , sendo cada um dos 16 simbolos IQ em IQSymbolMap
mapeado em uma palavra de 4 bits (ver https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1 CaplV.pdf ).

3431 —1+3i 1+3i 3+3i)
(B)

(A)  Mag: DOA 6: DOA ¢: 34i d4i l+i 34
1.0 60° 120° IQSymbolMap = . _ _ _
0.7 800 600 —3 —1 _1 — 1 l —1 3 -1
0.5 90° 15° -3-31 -1-31 1-31 331

Para efeito de eficiéncia espectral, como é usual em qualquer sistema digital, os transmissores adotam um scrambler na
entrada do modulador (energy dispersal scrambler - ver https://en.wikipedia.org/wiki/Scrambler ) que torna aleatéria e
uniforme a distribuicdao dos simbolos IQ na sequéncia de simbolos IQ extraidos do mapa IQSymbolMap em funcdo da
sequéncia de palavras binarias de 4 bits na entrada do scrambler, sequéncia que corresponde a informacao digital a ser
transmitida pelo transmissor.

As tensdes nos terminais dos 6 dipolos resultantes da incidéncia das ondas EM sao digitalizadas e convertidas para banda-
Vr, [n]
0

. . o Ve In
base pelos respectivos receptores (RX) do array de dipolos e sdo armazenadas no vetor V[n] = Tl_[ J .

Vr. [n]

Uma sequéncia de NSmpl = 2000 vetores V[n], n = 0,1:-- NSmpl — 1, é processada pelo algoritmo MUSIC para efeito
de determinar o DOA ¢ das ondas EM incidentes.
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A determina¢ao do DOA através do MUSIC:

Pede-se: (a) Determine e plote a constelagdo das 6 sequéncias de simbolos IQ armazenadas em V;[n] caso ndo houvesse
ruido no canal (SNR = ). (b) Determine e plote a constelagdo das 6 sequéncias de simbolos IQ armazenadas em V;[n]

sabendo que a relacao sinal-ruido do canal no local onde o UCA situa-se é SNR = 15 [dB]. (c) Determine a matriz de
covariancia Cov da sequéncia de vetores V;[n] e efetue a sua eigen-decomposicdo. (d) Verifique a ortogonalidade entre

autovetores da matriz Cov e o mdédulo unitario de cada um deles. (e) Efetue a projegao da sequéncia de NSmpl vetores
Vr[n] sobre cada um dos 6 eixos cartesianos da base ortonormal formada pelos autovetores de Cov, determine a

poténcia de cada uma das 6 projecdes e verifique a correspondéncia com os respectivos autovalores. (f) Determine os
auto vetores de ruido da matriz Cov. (g) Determine o espectro PMU(6, ¢) resultante do processamento efetuado pelo
algoritmo MUSIC. Plote em um grafico cartesiano a curva PMU(6 = 90°, ¢) e, adicionalmente, plote a curvaPMU(8 =
90° ¢) em um grafico polar. Verifique se os maximos locais de PMU(6 = 90° ¢) ocorrem nos DOAs (6,,, ¢,,) das
M ondas EM que incidem no array, m=0,1---M — 1.

O script do software MathCad utilizado na solucado deste exemplo esta disponivel
em http://www.fccdecastro.com.br/ZIP/E2S534 (MUSIC ULA6D PMU(Phy)) R1.zip.
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:
Solugao:
f:= 850 MHz —> freqiéncia de operagio A= % A=0353m —> comprimento de onda da onda eletromagnética
ZT = 50.Q —> impedancia de carga de cada um dos 6 dipolos do array
SNR := 15 [dB]— Relagéo sinalruido no canal de transmissdo

NSmpl := 2000 —> Numero de amostras em banda-base (simbolos 1Q) recebidas por
dipolo
DOAs (6,9) e magnitude relativa Mag das ondas EM planas que incidem no ULA moduladas em 16-QAM:

60-° 120-° 1.0
—> amplitudes das ondas EM sao distintas em razdo das
DOA = | 80-° 60-° Mag := | 0.7 - . . .
condicoes de propagacao distintas no canal de transmissao
90-° 15.° 0.5

M := rows(DOA) =3 —> Numero de ondas EM planas que incidem no ULA.

=05 — tamanho dos dipolos . d
T_ 17.815& — constante de propagacéo da onda EM

R;=5mm —> raiododipolo ciindrico B= -
S5=05X - espagamento entre dipolos
(0 0 0) (0 00)
s 00 0.176 0 0
2s 00 035300
Ci= s - C= m —> coordenadas do centro de cada
3s 00 0.529 0 0 um dos 6 dipolos do ULA.
4s 00 0.705 0 0
\5s 0 0) \0.882 0 0

K .= rows(C)= 6 —> numero de dipolos do amay
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Z aa = bb,Zin_Schelkunoff
aa,bb mm m’

—-14.447 — 34.5011 4.624 + 204521 -2.176 — 14.184i  1.25 + 10.7951 —0.808 — 8.696i )
78.517 + 45.6791 -14.447 - 34.501i 4.624 + 20.452i -2.176 — 14.184i  1.25 + 10.795i
—14.447 — 34.5011 78.517 + 45.6791 -14.447 — 34.501i 4.624 + 20.4521 -2.176 — 14.184i
4.624 + 20.452i -14.447 - 34.5011 78.517 + 45.6791 -14.447 — 34.5011 4.624 + 20.452i
-2.176 — 14.1841  4.624 + 20.4521 -14.447 — 34.5011 78.517 + 45.6791 -14.447 — 34.501i
1.25 + 10.7951  -2.176 — 14.184i  4.624 + 20.452i -14.447 — 34.501i 78.517 + 45.679i )

(78.517 + 45.679i
—14.447 - 34.501i
4.624 + 20.452i
—2.176 — 14.184i
1.25 + 10.795i
\_ —0.808 — 8.696i

A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:
(@) Matriz impedancia entre os dipolos do array.

aa=0.K-1 bb:=0.K-1 D = J[(c(@)aa ((@)bb] +[(C<1>)éw1 (<1>)bb} +[(C@)aa (@)bbJ

R)\

L

m

D

) ZMutual Schelkunoff [L L, R R aa,bb’A]J
mmmmmm m m

Steering vector Sv(6,9) - equacao (16) do slide 12 do Cap II.6:

cos(%-cos(@)) - cos(%] ej'[ﬁ'

'ej-[a- sin(6)-cos(¢)-Co, g+sin(8)-sin(¢p)-Co 1+c0s(8)-Co 2) ||
ej-[ﬁ- sin(9)-cos(¢)-C1’0+sin(9)-sin(¢)-C1,1+cos(9)-Cl,2)]

sin(0)-cos(9)-C gt+sin(0)-sin(d)-C, 1+cos(8)-C;, 2)]

Tt-sin| ——

X
R0, @)= ( B-L) ' sin(6)

(

(

(
ej'[B'(Sin(a)'COS(¢)'03,0+Sin(9)'Sin(¢)'C3,1+COS(9)'C3,2):|
J8(sin(8)-cos()-Cy o+5in(8)-sin(¢)-Cy, 1+c05(8)-Cy, o

(

ej-[ﬁ- sin(B)-cos(cl))-Cs,0+sin(9)-sin(¢)-C5’1+cos(9)-C5’2):|
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

Matriz do acoplamento Cpl - equacdo (15) do slide 12 do Cap II.6:

ZA =7

Cpl := (ZT + ZA)-(Z + ZT-identity(K)) .

0,0

(0.993 + 0.089i

0.161 + 0.18i

—0.073 - 0.048i

0.045 + 0.023i

~0.032 - 0.015i
\_0.026 + 0.016i

0.161 + 0.18i
0.991 + 0.147i
0.157 + 0.161i
—0.07 — 0.038i
0.043 + 0.017i

-0.032 - 0.015i

—0.073 — 0.048i

0.157 + 0.161i
0.993 + 0.153i
0.155 + 0.158i
—0.07 — 0.038i
0.045 + 0.023i

—> impedancia prépriados K = 6 dipolos do ULA

0.045 + 0.023i
—-0.07 — 0.038i
0.155 + 0.158i
0.993 + 0.153i
0.157 + 0.161i

-0.073 — 0.048i

Constelacédo 16-QAM do sinal transportado por cada onda EM:

3
. 1 3.
A. » n:=0.3 j:=0.3
-3
-3+3i -1+3i 1+3i 3+3i
-3+i -1+i 1+i 3+i
[QBymbolMap =\ 4 ¢ i 1-i 3-i

-3-31i -1-3i 1-31 3-3i

IQSymbolMapii i = A3—jj

+j-A

—0.032 - 0.015i

0.043 + 0.017i
-0.07 — 0.038i
0.157 + 0.161i
0.991 + 0.147i
0.161 + 0.18i

ii

0.026 + 0.016i
~0.032 — 0.015i
0.045 + 0.023i
~0.073 — 0.048i
0.161 + 0.18i
0.993 + 0.089i
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

Geragao da sequénca de amostras em banda-base transportadas pelas M = 3 ondas EM planas que incidem no ULA moduladas
pela sequéncia de NSmpl = 2000 simbolos IQ 16-QAM:

\"
n:= 0. NSmpl - 1 m:=0.M-1 Eo := [IQSymbolMa; -—
P . m,n-= 1QSY Pround(rd(3)), round(rnd(3)) g
4
2
Im(Eo0) 0 — constelagdo de simbolos IQ 16-QAM geradanos M = 3 TXs
eee . . . . que déo origem as respectivas ondas EM moduladas pelas
respectivas sequéncias de simbolos Q.
-2
-4
—4 -2 0 2 4
Re(Eo)

Amplitude de cada onda EM: Eo := Mag _-Eo
m,n m ]

) m,n

Sequénca de amostras em banda-base transportadas por cada uma das M = 3 ondas EM planas que incidem no ULA:

0 1 2 3 4 5

Eo |0 -1-i 1-i 1-3i 3+i 1-i 3-i| V
-0.7-0.7i| 0.7+2.1i| -0.7+2.1i| 0.7+0.7i| -0.7+0.7i| -0.7-2.1i| m
-1.5-0.5i| -1.5+0.5i| 0.5+0.5i 1.5+0.5i| 1.5-0.5i
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A determinacao do DOA através do MUSIC:

SVM<—m> = SV(DOA o 0,DOA m 1) — matriz de steering vecfors - equacgao (18) do slide 13 do Cap 11.6
= 21 -Cpl-SvM:-Eo — VT é o vetor em que cada componente é a sequéncia de amostras da tenséo
ZT + ZA digitalizada em banda-base nos terminais do repectivo dipolo - equagao (17) do slide

13 do Cap II.6.

Plotando a constelagéo de simbolos IQ recebidas nos terminais VT de cada umdos K = 6 dipolos:

0.4 0.4 0.4
02 02
() (2
HD[(VTT) } 0 .[rr[(VTT) } 0
-02 ~02
-0. ~04
Z04 -02 0 02 04 Z0.4 0.4
(o)
rd(vr?)”]
0.4 0.4
02)
(s)
lm[(wT) ] o
- 02
- 04 _ -0
%4 02 0 02 04 0404 -0z o 02 04 Z04 -02 0 02 04
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A determinacao do DOA através do MUSIC:
(b) Adicionando as tensées do vetor VT o ruido gaussiano do canal de modo que a relagéo sina-ruido seja SNR = 15 [dB]:

YT = AWGN(VT,SNR) —> equacgéo (20) do slide 13 do Cap 11.6

Plotando a constelagao de simbolos IQ recebidas nos terminais VT de cada umdos K = 6 dipolos apés a adicdo do ruido gaussiano do
canal:

Comunicagdbes Estratégicas Cap Il.6 — MUSIC Prof Fernando DeCastro 42



A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

(c) Construindo a matriz de covaridncia Cov da sequéncia de vetores VT

(~1.156 — 0.111i )

-3.252 + 0.121i
NSmpl-1 2,015 — 0.629i
Vm:= Z VT "~ |'mv
NSmpl 5.342 + 1.16i
0.716 + 1.211i
\ -1.824 — 0.57i )
W

Extraindo o vetor média Vm da sequéncia de vetores VT

VI - v _ vin

w.

Matriz de covariancia Cov da sequéncia de vetores VT

NSmpl-1 —=aT
1
Cov := : Z |:(VT<n>)-(VT(n>) ]
NSmpl
n=0
( 18.66 5.11 + 4.12i -14.26 + 6.87i
5.11 - 4.12i 17.84 1+ 297
3 -14.26 — 6.87i 1 -297 21.27
10" -Cov =
-10.7 + 3.281 -16.43 — 4.87i 0.19 — 3.84i
1197 + 7.691 -5.67 + 2.85i -16.08 — 3.87i
\ 11.12 +42i 13.89 + 4.71i -9.32 + 8.6i x 10

.

£

—> Vetor média Vm da sequéncia de vetores VT
equacao (21) do slide 14 do Cap 1.6

—> equacgao (22) do slide 14 do Cap 11.6

-10.7 - 3.281 11.97 — 7.69i 1112 - 42i )
-16.43 + 4.87i -5.67 — 2.85i 13.89 — 4.71i
0.19 + 3.84i -16.08 + 3.87i -9.32 - 8.6ix 10 3 V2
21.81 1.18 + 4.24i -14.69 + 2.58i
1.18 — 4.24i 17.76 3.49 + 1.96i
3 -14.69 — 2.58i 3.49 — 1.96i 18.39 Y,
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:
Autovalores N da matriz Cov: k=0.K-1 ka=0.K-1

(67.962)
38.496
5 7.461
Ay = cigenvals(Cov),, , |, — 103.)\ = V2 —» equagao (23) do slide 14 do Cap 11.6
0.628
0.601
\ 0.586 )

Grafico do espectro de autovalores )\k Note os ultimos NnoiseEigV := 3 valores de >‘k insignificantes aproximadamente iguais, o

que indica haver NnoiseEigV = 3 noise eigevectors e portanto K — NnoiseEigV = 3 sinais incidentes (ajustar manualmente o
valor de NnoiseEigV no inicio do paragrafo acima a partir da inspeg&o visual do grafico do espectro de autovalores )\kabaixo - ver

discussao no slide 16 do Cap I1.6).

0.08
D
0.06
X 0.04
Q
0.02
0 T ) Fin g
0 1 2k 3 4 5
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

(i

Autovetores U™ da matriz Cov (equagio (24) do slide 14 do Cap 11.6):

Uk, Ko = eigenvec(Cov , )\ka)k -

(0.14 — 0.447i 024 - 0.059 0.284 + 0.251i 0.15 + 0.166i —0.456 — 0.36i 0.297 + 0.316i )
-0.303 — 0.1991 -0.24 + 0.391 —0.218 — 0.143i 0.102 + 0.508i 0.187 — 0.212i 0.283 - 0.403i
—0.087 + 0.393i —0.465 + 0.071i 0.365 + 0.252i 0.389 — 0.141i 0.308 — 0.204i 0.217 + 0.254i
0271 + 0.34i  0.28 - 0.3151 —0.485 - 0.13i 0.236 + 0.107i 0.029 — 0.111i 0.536 + 0.11i
0.183 — 0.289i 0.455 - 0.0781 0.407 — 0.076i 0.322 + 0.038i 0.562 + 0.183i 0.057 — 0.2i
\—0.104 — 0.413i —0.069 + 0.334i —0.404 — 0.066i 0.317 — 0.487i 0.069 + 0.281 0.113 + 0.318i )

(d) Verificando a ortogonalidade entre autovetores e o mddulo unitario de cada um:

(1000 00)
010000
S (L e .
000O0T1O0
\0 0000 1)
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

(e) Sequéncia de projegdes Proj da sequéncia de NSmpl = 2000 vetores VT<"> sobre cada umdos K = 6 eixos cartesianos
da base ortonormal formada pelos K = 6 autovetores, cada autovetor sendo o vetor unitario que da a direcdo do respectivo eixo
cartesiano da base ortonormal, onde n = 0..NSmpl — 1:

0 1 2
0 131.423-80.01i 7.471-11.315i 251.277-30.38i
7o 1 -60.441-85.669i 120.266+169.715i 126.427+280.533i
o (<k>) o .
Proji_  :=\U" JVT" —>  Proj=[) -61.092+82.762i 17.778+106.915i 50.374-12.853i| ‘mV
3 25.532-7.711i -10.124+30.2i 7.432-9.36i
(equacgo (25) do slide 4 10.222+15.756i -21.847+20.591i -18.598+11.547i
15 do Cap I1.6) 5 24.773+0.719i -17.832-29.336i

Determinando a poténcia Potk da sequéncia de NSmpl = 2000 projegées em cada respectivo k -€simo eixo cartesiano dentre os

K = 6 eixos cartesianos da base ortonormal formada pelos K = 6 autovetores. Comparando a poténcia de cadaumadas K = 6
sequéncias de proje¢cdes com os respectivos autovalores:

(67.962) (67.962
38.496 38.496
Pot, := Ns:npl Z (|Projk,n| )2 - 10°-Pot = ;::;1; V2 S 100 ;::;1; V2
! 0.601 0.601
(equacgao (26) do slide 15 do Cap 11.6) L 0.586 L 0.586 )
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:
(f) Obtendo os noise eigenvectors En (autovetores com autovalor associado insignificante):

startcol := K — NnoiseEigV = 3 —> indice das colunas de U onde comegam os noise eigenvectors

(0.15 + 0.166i
0.102 + 0.508i
0.389 - 0.141i
0.236 + 0.107i
0.322 + 0.038i

\0.317 — 0.487i

En := submatrix(U,0,rows(U) — 1,startcol,cols(U)—- 1) —> En-=

(g) O MUSIC spectrum PMU é determinado através de:
1

PMU(8,¢) = ————
(Ipce,)|)

—> equagao (29) do slide 17 do Cap 11.6

~0.456 — 0.36i 0.297 + 0.316i )
0.187 — 0.212i 0.283 — 0.403i
0.308 — 0.204i 0.217 + 0.254i
0.029 - 0.111i 0.536 + 0.11i
0.562 + 0.183i 0.057 — 0.2i
0.069 + 0.28i 0.113 + 0.318i

T
onde p(9,0) := I_[(Cpl-Sv(e, ¢))T:|-En-identity(NnoiseEigV)] m ! é a equagao (30) do slide 17 (foi inserida a unidade m'1 para
tornar p(6,¢) adimensional e foi multiplicado pela matriz identidade para manter p(8, ¢) como matriz na situagéo em que

NnoiseEigV = 1).

Tratando numericamente a diviséo por zero em PMU(0, ¢) e limitando seu valor maximo em Max, 0 espectro PMU(0, ¢) €

determinado como:

PMU(8, ¢) = if{|P(9,¢)| = 0,1037,if{;2 g MaXMax;zﬂ
(Ipce,9)|) (lece,0)))

onde

Max := 1-105 —> ajustar Max para os maximos locais da curva PMU(6 = 90°, ¢) terem a mesma amplitude no grafico cartesiano de

PMU(0 = 90°,¢) para cada DOA(8,,,, ¢,,) das ondas EM incidentes.
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A determinag¢ao do DOA através do MUSIC:

o =T

nmn

nn Nptos

bnn

o

Nptos := 1000 nn := 0..Nptos — 1
1x10°
8x10"*
6x10"
|PMU(90°,¢M)|
4x10*
® ¢ 2x10*
60 120
DOA=|80 60 |-° \
0_
90 15 0 15 30

/

DOA ¢ identificado com boa precisdo mas
com menor resolugdo devido ao DOA ¢ =
15° estar préximo do angulo 0° do eixo do
ULA (eixo x) em que os dipolos estéao

45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

/

DOA )
identificado
com boa
precisdo e

DOA ¢ identificado com boa resolugdo mas com precisdo
comprometida porque o DOA 6 =60° se afasta de 8 =90° , que é o

angulo de incidéncia que identifica o plano xy , plano de incidéncia em
que ocorre o maximo ganho dos dipolos. Note que o ULA nao é
distribuido em duas dimensdes como o UCA do Exemplo 1 do slide

alinhados e a discriminagdo angular fica |resolucdo. |18, portanto, 0 MUSIC ndo somente ndo consegue identificar um DOA
comprometida. Mesmo problema acontecera 0 como também perde precisdo para um DOA 6 préximo de 0° ou
para um DOA ¢ préximo de 180°. 180°, em que o ganho dos dipolos é nulo.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

O algoritmo ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques) difere do MUSIC na medida em
que o ESPRIT efetua a eigendecomposi¢do de uma matriz de covaridncia formada a partir dos vetores de tensdes /. [n]

e VTy[n] respectivos a dois sub-arrays idénticos — ver (A) abaixo. Os sub-arrays sao idénticos no sentido de que os

elementos dos dois sub-arrays formam pares casados com um vetor de deslocamento idéntico, de tal forma que o segundo
N

Onda EM plana \J* elemento de cada par é deslocado da mesma distancia e na mesma direcao em
incidente \\,<' =) relagdo Z0 primeiro elemento do par.
’

Isso, no entanto, nao significa que seja necessdrio ter dois arrays

. separados. A geometria do array apenas deve ser tal que os elementos
“possam ser selecionados de modo a ter a propriedade referida no

Yardgrafo anterior. Por exemplo, um ULA de K dipolos idénticos com um

. espasamento s entre dipolos pode ser pensado como dois sub-arrays 1 e 2
< supegpostossformados cada um por K — 1 dipolos estando o sub-array 1
. separado.dosub-array 2 de uma distancia s, conforme mostrados em (A).
-7/ 3 ‘\
EG\\‘ t A'onda EM em magenta em (A) incide no ULA sob um DOA
T ‘\“ p , B, ) - Portanto, o f-ésimo par de tensdes casadas
i\ 0 1

] entre o sub-array 1 e o sub-array 2, cada uma delas

\ \}\\\ proveniente respectivamente dos vetores V. [n]
\ h —_—

. \ e Vry[n], mantém a seguinte relacdo baseada no steering
Ay ,
“ ] ’ _—
RN \ A vector da onda EM incidente:
. : ’ jz—n(s sin 8, cos ¢)
\\‘ E ’/' VTXg [n] == VTyg [n]e A m m (31)

'I ’
i
[)

¢ ™, L, onde £ =0,1,---,K — 2 (lembre que o ULA tem K dipolos, mas cada
;1" sub-array tem K — 1 dipolos).

) -arra)i’l’,/ No caso do ULA em (A), basicamente o que o algoritmo ESPRIT faz é resolver

sub-ar_my’Z" para ¢,,, o sistema de equag¢des (31) a partir dos K — 1 pares casados nos

vetores de tensdo V. [n] e V. [n].
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

O procedimento a seguir resolve (31) para ¢,, através de dois métodos: O TLS-ESPRIT (Total Least Squares ESPRIT) e o LS-
ESPRIT (Least Squares ESPRIT). O TLS-ESPRIT apresenta uma precisdao um pouco melhor do que o LS-ESPRIT, as custas de
uma maior complexidade computacional.

O vetor das tensdes nos terminais dos K dipolos do ULA é dado pela equacao (20) do slide 13, abaixo reproduzida:

Vr, [n] Eo,[n] nolnl
Z
Vrln] = VTls["] =mel SvM Ef’l;["] + ”1:["] (20)
Vry_,[n] Eo,,_,[n] Nk-1[n]

Primeiramente, a partir da geometria do array, o processamento digital do RX compensa o acoplamento mutuo entre os
dipolos através de: Vrln] = Cpl‘lﬁ[n] (32)

As sequéncias de tensdes V. [n] e VTy[n] nos terminais dos dipolos respectivamente dos sub-arrays 1 e 2 sdao obtidas de

20) conforme abaixo: _ 3
120) Vy, In]

Vel =| /5 (33)
_VTK_Z [n]

[ Vr, [n]
Vr,[n] (34)

_VTK_l [n]_
Dai o RX forma a sequéncia de vetores @[n] a partir de (33) e (34) , “empilhando” @[n] e Vry[n]:
Vry[nl
VTy [Tl]

@[n] = (35)

Comunicagdbes Estratégicas Cap I.7 — ESPRIT Prof Fernando DeCastro 51



ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Para uma sequéncia de NSmpl vetores V;,[n], comn =0,1--- NSmpl — 1, a matriz de covariancia CovZ [2(K — 1) X
2(K — 1)] da sequéncia V;,[n] é obtida através de :

NSmpl—-1
= 36
Yz NSmpl Z Yr[n] (36)
n=0
NSmpl—-1
H
Covz = NSmpl Z) (@[n] B sz) (@[n] B sz) 37)
n=

Os 2(K — 1) eigenvalues (autovalores) e os 2(K — 1) respectivos eigenvectors (autovetores) da matriz de covariancia CovZ
sao determinados, resultando:

Az,
Azq _
. = eigenvals(CovZ) (38)
/122(1{—1)—1
UZy UZy o UZow-1-1)
Uz Uz - UZ 11—
UZ = oo T . te-D-D |~ vz, UZ - UZew-v-nl=  (39)
UZok-1-10 UZw-1-11  UZew-»D-DeE-1)-1)
= eigenvec(CovZ)
Uok

Uik

onde a k-ésima coluna Uj, da matriz UZ[2(K — 1) X 2(K — 1)] é o autovetor UZ;, = associado ao autovalor

Uk-1)-1k
Ak, sendok =0,1--2(K—-1) — 1.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

O préximo passo consiste em selecionar as M colunas na matriz UZ correspondentes aos M signal eigenvectors da matriz
CovZ , formando a matriz Es [2(K — 1) X M] cujas M colunas sdo os M signal eigenvectors selecionados. A selecdo dos
M signal eigenvectors é feita a partir do espectro de autovalores da matriz CovZ: O m-ésimo signal eigenvector de CovZ é
identificado pelo autovalor A,, associado, de valor significativo dentre os demais autovalores presentes no espectro de
autovalores da matriz CovZ. J4 um noise eigenvector de CovZ é identificado pelo autovalor A, associado que é muito
menor que os autovalores A,,, associados aos signal eigenvectors, sendom =0,1---M—-1e =M, M+1--2(K—1) —
1, onde M o numero de ondas EM que incidem no ULA (rever discussdo nos slides 15 e 16).

A partir de Es, formar as submatrizes Ux e Uy através de:

_ rows(Es)
Ux = submatrix| Es, 0, floor — - 1,0,cols(Es) — 1 (40)
_ rows(Es)
Uy = submatrix | Es, floor — ,rows(Es) — 1,0, cols(Es) — 1 (41)
onde

submatrix(A, ir, jr, ic, jc) é o operador que retorna a submatriz formada pelas linhas de ir a jr e pelas colunas de ic a jc
da matriz A.

floor(.) é o operador que retorna o maior inteiro que é menor ou igual ao argumento (.) .
rows(A) é o operador que retorna o numero de linhas na matriz A.

cols(A) é o operador que retorna o numero de colunas na matriz A.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques
LS-ESPRIT:

Formar a matriz W[M X M] dada por:

Y = (UxUx)"1UuxUy (42)
Determinar os M autovalores de valor complexo da matriz ¥ :
I
11:/11 = eigenvals(¥) (43)
Py-1

Determinar os M DOAs ¢,,, ,comm = 0,1---M — 1, através de:

_ LMPm 44
¢, = acos (c ans) (44)
onde ¢ = 2.997925 X 108 [m/s], f é a frequéncia de operagdo do ULA e s é o espagamento entre os K dipolos do ULA.

TLS-ESPRIT:
A partir das submatrizes Ux e Uy dadas por (40) e (41), formar a matriz VS[2M X 2M] dada por:

H
Vs = [E;H] [Ux Uy] (45)

Determinar a matriz Vv[2M X 2M] cujas colunas sdo os 2M autovetores de Vs:

VvOO Vv()l VUO(ZM—l)
Vv VvZ - Vv _
Vv = o0 v : HEMED = [Vwy Vg - Voam-1] = eigenvec(VV) (46)
Vvom-10 Vvem-1 - Vvem-1eM-1)
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

A partir de Vv, formar as submatrizes V12[M X M] e V22[M X M] através de:

_ rows(Vv) cols(Vv)
V12 = submatrix| Vv, O’T —1,———=,cols(Vv) — 1 (47)
_ rows(Vv) cols(Vv)
V22 = submatrix VV,T,rows(Vv) -1 s cols(Vv) — 1 (48)
Formar a matriz W[M x M] dada por:
P =-v12V221 (49)
Determinar os M autovalores de valor complexo da matriz W :
ZATN
Al:pl = eigenvals(¥) (50)
AMppr—1
Determinar os M DOAs ¢,,, ,comm = 0,1---M — 1, através de:
_ LAYm 1
¢, = acos (c ans) (51)

onde ¢ = 2.997925 X 108 [m/s], f é a frequéncia de operac¢do do ULA e s é o espacamento entre os K dipolos do ULA.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Exemplo 3: Consideremos o phased-array do tipo Uniform Linear Array (ULA) mostrado em (A), operando em f, = 850MHz
e constituido por 6 dipolos cilindricos de tamanho L = 0.5A e de raio a=5mm, separados entre si de s=0.5A, sendo A o
comprimento de onda em f_. O plano xy é paralelo ao plano do solo de modo que os dipolos sdo verticalmente polarizados.

A impedancia de carga de cada dipolo é Z; =50 [€2].

-~

S

Onda EM plana
incidente

,
6 -
+/
- )
- \
"‘ Ee\
- LY
-" \
r \
\
\
, E,
\
N \
—_— \
A Y
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\\ \
)
\‘ 1
A ]
A ]
\\ 1
b ]
S 1
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A 1
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-
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-
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Um conjunto de ondas EM originadas em transmissores localizados em coordenadas distintas incidem no ULA com
amplitudes Mag relativas e DOAs (8, ¢) conforme tabela em (A). Os transmissores utilizam modulagdo 16-QAM com um
alfabeto da modulacdo dado pelo mapa IQSymbolMap em (B) , sendo cada um dos 16 simbolos IQ em IQSymbolMap
mapeado em uma palavra de 4 bits (ver https://www.fccdecastro.com.br/pdf/SCD1 CaplV.pdf).

3431 —1+3i 1+3i 3+3i)
(B)

(A)  Mag: DOA 6: DOA ¢: 34i d4i l+i 34
1.0 80° 150° IQSymbolMap = _ _ _ _
0.7 850 700 —3 —1 _1 — 1 l —1 3 -1
0.5 90° 20° -3-31 -1-31 1-31 331

Para efeito de eficiéncia espectral, como é usual em qualquer sistema digital, os transmissores adotam um scrambler na
entrada do modulador (energy dispersal scrambler - ver https://en.wikipedia.org/wiki/Scrambler ) que torna aleatéria e
uniforme a distribuicdao dos simbolos IQ na sequéncia de simbolos IQ extraidos do mapa IQSymbolMap em funcdo da
sequéncia de palavras binarias de 4 bits na entrada do scrambler, sequéncia que corresponde a informacao digital a ser
transmitida pelo transmissor.

As tensdes nos terminais dos 6 dipolos resultantes da incidéncia das ondas EM sao digitalizadas e convertidas para banda-
Vr, [n]
0

. . o Ve In
base pelos respectivos receptores (RX) do array de dipolos e sdo armazenadas no vetor V[n] = Tl,[ J .

Vr. [n]

Uma sequéncia de NSmpl = 2000 vetores V[n], n = 0,1:-- NSmpl — 1, é processada pelo algoritmo ESPRIT para efeito
de determinar o DOA ¢ das ondas EM incidentes.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Pede-se: (a) Determine as sequéncias de vetores Vr,[n]| e Vr,[n] geradas respectivamente nos terminais dos dipolos do
sub-array 1 e nos terminais dos dipolos do sub-agy 2, ccﬁ)rme mostrado em (A) no slide 56. (b) Forme a sequéncia
Vi [n]
VTy[n]
determine os autovetores de sinal. (c) Utilizando o algoritmo LS-ESPRIT determine os DOAs (0,,, ¢,,) das M ondas EM

que incidem no array, com m = 0,1---M — 1. (d) Utilizando o algoritmo TLS-ESPRIT determine os DOAs (6,,, ¢,,) das
M ondas EM que incidem no array e compare com os resultados obtidos em (c).

Vr, [n] =

] , determine a matriz de covaridncia CovZ da sequéncia Vy,[n] , efetue a sua eigen-decomposicdo e

O script do software MathCad utilizado na solucéo deste exemplo esta disponivel
em http://www.fccdecastro.com.br/ZIP/E3S56 (ESPRIT_ULA6D _DOAPhy) R1.zip.
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques
Solugao:
f ;= 850MHz —> freqiéncia de operagio A= < A=0353m —> comprimento de onda da onda eletromagnética
ZT = 50-Q —> impedancia de carga de cada um dos 6 dipolos do array
SNR := 15 [dB]— Relagéo sinalruido no canal de transmisséao
NSmpl := 2000 —> Numero de amostras em banda-base (simbolos Q) recebidas por dipolo

DOAs (6,9) e magnitude relativa Mag das ondas EM planas que incidem no ULA moduladas em 16-QAM:

80-° 150° 1.0
DOA := | 85° 70.° Mag := | 0.7 — amplitudes das ondas EM séo distintas em razéo das
90-° 20.° 0.5 condicdes de propagacao distintas no canal de transmisséo

M := rows(DOA) = 3 —> Numero de ondas EM planas que incidem no ULA.

JL:= 05X —> tamanho dos dipolos 2.1 rad

R Smm raib do dipolo ciindrico B:= T = 17_315? —> constante de propagacao da onda EM
A/=05N espagamento entre dipolos

(0 0 0) (0 0 0)

s 00 0.176 0 0

2s 00 03530 0
lgl-z s - C= m — coordenadas do centro de cada

3s 00 0.529 0 0 um dos 6 dipolos do ULA .

4s 0 0705 0 0

\5s 0 0/ \0.882 0 0/

K= rows(C)=6 = numero de dipolos do array
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

(@) Matriz impedancia entre os dipolos do array:

aa:=0.K-1 bb:=0.K-1 D

R XL

Zaa bb = it{aa = bb,Zin_Schelkunoff (— ,—,—) ,ZMutual Schelkunoff [—,—,

mm m m

(78.517 + 45.679i
—14.447 — 34.501i
4.624 + 20.452i
—2.176 — 14.184i
1.25 + 10.795i
\_ —0.808 — 8.696i

—-14.447 - 34.501i
78.517 + 45.679i
—-14.447 - 34.501i
4.624 + 20.452i
-2.176 — 14.184i
1.25 + 10.795i

Steering vector Sv(0,$) - equacgéao (16) do slide 12 do Cap I1.6:

cos(% -cos( 9)) - cos(%)

A

aa,bb J [(C@)aa -

4.624 + 20.452i
—-14.447 - 34.501i
78.517 + 45.67%91
—-14.447 — 34.501i

4.624 + 20.452i
-2.176 — 14.184i

0,9):= .
A0, 0) “.Sin( %) sin(0)

ej-[a-

(€] [(€9) - (€0 [(€9)- (@), ]

Paa,bb X
m ,m

—0.808 — 8.696i )
1.25 + 10.795i
-2.176 — 14.184i
4.624 + 20.452i
—14.447 - 34.501i
78.517 + 45.679i )

LL R R

m m mm’ mm’

-2.176 — 14.184i
4.624 + 20.452i

~14.447 - 34.501i
78.517 + 45.679

—-14.447 - 34.501i
4.624 + 20.452i

1.25 + 10.7951
-2.176 — 14.184i
4.624 + 20.452i
—-14.447 — 34.501i
78.517 + 45.679i
—14.447 - 34.501i

[ [ B(sin(8)-cos(¢)-Co,+sin(8)-sin(¢)- o, 1+¢05(8)- Co, o ||
J[B(sin(8)-cos(¢)-Cy o+sin(6)-sin(¢)-C1, +c0s(8)-Cy )
B (sin(8)-cos(9)-Cz, #sin(8) sin(¢)-Ca, 1+¢05(8)-C2, )]
sin(8)-cos(¢)-Cy g+sin(8)-sin(¢)-Cs, +cos(8)-Cs )]

J[B(5in(6)-cos(¢)-Cy +sin(6)-sin(¢)- Cy, 1+c05(8)-Ca )|

(
(
(
(
(
(

ej-[B- sin(e)-cos(¢)-C5’0+sin(9)-sin(d))-Cs’1+cos(9)-C5’2):|

Comunicagdbes Estratégicas

Cap 1.7 — ESPRIT

Prof Fernando DeCastro 60



ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Matriz do acoplamento Cpl - equacgéo (15) do slide 12 do Cap II.6:

ZA =7 0.0 — impedéancia propriados K = 6 dipolos do ULA

Cpl := (ZT + ZA)-(Z + ZT-identity(K)) |

(0993 + 0.089i 0.161 + 0.18i —0.073 — 0.048i 0.045 + 0.023i —0.032 — 0.015i 0.026 + 0.016i )
0.161 + 0.18i 0.991 + 0.147i 0.157 + 0.161i -0.07 — 0.0381 0.043 + 0.0171 —0.032 - 0.015i
—0.073 — 0.048i 0.157 + 0.161i 0.993 + 0.153i 0.155 + 0.158i —0.07 — 0.038i 0.045 + 0.023i
0.045 + 0.023i -0.07 — 0.0381 0.155 + 0.158i 0.993 + 0.1531 0.157 + 0.161i -0.073 — 0.048i
—0.032 - 0.015i 0.043 + 0.017i -0.07 — 0.038i 0.157 + 0.161i 0.991 + 0.147i  0.161 + 0.18i
\ 0.026 + 0.016i -0.032 — 0.0151 0.045 + 0.023i -0.073 — 0.048i 0.161 + 0.18i 0.993 + 0.089i /

Cpl =

Constelagcgo 16-QAM do sinal transportado por cada onda EM:

3
1 ’x) e -
A= » ii:=0..3 j:=0.3 IQSymboll\/Iapii,jj = A3—jj +_|-Aii
-3
-3+3i -1+3i 1+3i 3+3i
-3+i -1+i 1+i 3+i
IQSymbolMap =

-3-i -1-i 1-i 3-i
-3-31 -1-3i 1-31 3-3i
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Geracgao da sequénca de amostras em banda-base transportadas pelas M = 3 ondas EM planas que incidem no ULA moduladas
pela sequéncia de NSmpl = 2000 simbolos IQ 16-QAM:

A"
n:= 0. NSmpl - 1 m:=0.M-1 Eo := IQSymbolMa —
p - m,n-— 1Q5Y Pround(md(3)), round(rnd(3)) o
4
2
Im(Eo0) 0 —> constelacdo de simbolos IQ 16-QAM geradanos M = 3 TXs
ee* . . . . que d&o origem as respectivas ondas EM moduladas pelas
respectivas sequéncias de simbolos 1Q.
-2
~4
—4 -2 0 2 4

Re(Eo)

Amplitude de cada onda EM: Eo = Mag -Eo
m,n m ]

> m,n

Sequénca de amostras em banda-base transportadas por cada uma das M = 3 ondas EM planas que incidem no ULA:

0 1 2 3 4 5
Eo =0 -1+i 3-3i -1-i -1+i -1+i 1-i| V

1| -2.1+0.7i 0.7-0.7i| -2.1+0.7i 0.7-0.7i 0.7-0.7i 2.1-0.7i| m
1.5+0.5i 0.5-0.5i 0.5-0.5i| -0.5+0.5i| -0.5+0.5i
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SVM<—m>

LT
© ZT + ZA

= SV(DOA

~m,0’

-Cpl-SvM-Eo

DOA_m’ 1)

— matriz de steering vectors - equagao (18) do slide 13 do Cap I1.6

—> VT é o vetor em que cada componente é a sequéncia de amostras da tensdo
digitalizada em banda-base nos terminais do repectivo dipolo - equacao (17) do slide

13 do Cap II.6.

Adicionando as tensdes do vetor VT o ruido gaussiano do canal de modo que a relagéo sina-ruido seja SNR = 15 [dB]:

YT := AWGN(VT,SNR)

Compensando o acoplamento mutuo entre os dipolos no processamento digital do RX:

VT := Cpl Lyt vr= VT

Determinando as sequéncias de vetores VTx

w W

— equacio (20) do slide 13 do Cap 11.6

— equacao (32) do slide 51 do Cap 1.7

e VTy  respectivas ao sub-array 1 e ao sub-array 2:

VTx := submatrix(VT,0,rows(VT) — 2,0,cols(VT) - 1) — equacéo (33) do slide 51 do Cap 1.7

0

1

2

VTx =

0 -31.895+90.884i 105.723-259.786i -132.252+1.776i
1 -78.371-20.116i| -146.311+147.776i -17.164+28.672i
2 -19.265-119.697i 218.349-50.058i -44.008-155.886i
3 85.713+11.374i -192.581+29.796i 55.661+17.014i
4 63.505-38.114i 103.082+69.376i

-mV
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

VTy := submatrix(VT, 1,rows(VT) — 1,0,cols(VT) — 1) — equacéo (34) do slide 51 do Cap 1.7

VTz =

0 1 2
0 -78.371-20.116i| -146.311+147.776i -17.164+28.672i
_|1 -19.265-119.697i 218.349-50.058i -44.008-155.886i mV
2 85.713+11.374i -192.581+29.796i 55.661+17.014i
3 63.505-38.114i 103.082+69.376i 135.843-27.572i
4 17.399+197.295i -68.036-170.907i
(b) Formando a sequéncia de vetores VTz<“> :
VTz := stack(VTx,VTy) —> equagéo (35)do slide 51 do Cap II.7
0 1 2
0 -0.032+0.091i 0.106-0.26i -0.132+1.776i"10-3
1 -0.078-0.02i -0.146+0.148i -0.017+0.029i
2 -0.019-0.12i 0.218-0.05i -0.044-0.156i
3 0.086+0.011i -0.193+0.03i 0.056+0.017i
4 0.064-0.038i 0.103+0.069i 0.136-0.028i
5 -0.078-0.02i -0.146+0.148i -0.017+0.029i
6 -0.019-0.12i 0.218-0.05i -0.044-0.156i
7 0.086+0.011i -0.193+0.03i 0.056+0.017i
8 0.064-0.038i 0.103+0.069i 0.136-0.028i
9 0.017+0.197i -0.068-0.171i

Comunicagdbes Estratégicas

Cap 1.7 — ESPRIT

Prof Fernando DeCastro 64
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<I]>:

Construindo a matriz de covaridncia CovZ da sequéncia de vetores VTz

0

0.778-1.331i
0.636+1.925i

-0.955-0.626i

-1.258+1.737i 0
-0.25-2.893i| -mV —> Vetor média Vmz da sequéncia de vetores VTz
0.636+1.925i equacao (36) do slide 52 do Cap 1.7

-0.955-0.626i
-1.258+1.737i
-0.25-2.893i
-0.084+0.242i

NSmpl-1
1
Vmz = . Z VTz<n> =
NSmpl
n=20

W |IN|oojn|hAh|WIN|=|O

Extraindo o vetor média Vmz da sequéncia de vetores VTz<n> :

VTz<Il> = VTz<rI> - Vmz

<n>2

Matriz de covariancia CovZ da sequéncia de vetores VTz

CovZ = . Z (VTz )-(VTz ) —> equagao (37) do slide 52 do Cap I1.7
NSmpl

n=0
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[ 2133 -108- 056 678 — 1332
~108 + 0.56i 208 -10.58 — 035i
678+ 1332i —1058 + 035i 2122
-1082 — 1044i 663+ 13.06i -11.1+ 091
3 343+ 383 -1038-999 691+ 1295
10°-CovZ =
~108 + 0.56i 208 ~10.58 — 035i
678+ 1332i —1058 + 035i 2122
-1082 — 1044i 663+ 13.06i -11.1+ 091
—343+383i -1038- 999 691 + 1295
961 —1092i -353+372 -1089— 1024i
Autovalores )\zk da matriz CovZ:
}.zk = eigenvals{CuvZ}mw S(CovZ)—k-1 —> 1 03_>‘z _

ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

—10.82 + 10.44i

6.63 — 13.06i
—-11.1 - 091i
2159
—-10.71 + 0.33i
6.63 — 13.06i
—-11.1 - 091i
2159
—10.71 + 0334
7.06 + 13.5%

—343 — 3.83i
—-1038 + 9.9%
691 — 1295
—-10.71 — 0331
2093
—-1038 + 9.9%1
691 — 12951
—-10.71 — 0331
2093
—1096 + 0.431

—-10.8 — 0.56i
208
—-10.58 + 0.35i
6.63 + 13.06i
—1038 — 9.99i
208
—10.58 + 0.335i
6.63 + 13.06i
—-1038 — 9.99
—353 + 3.72i

k:=0..rows(CovZ) — 1

0

131.148

60.306

18.724

0.721

0.582

0.538

-3.1

4-10-15

-1.274i-10-15

0

VI IN|aynNnN|A|WIN|=|O

0

6.78 — 1332
—-10.58 — 0351
2122
-11.1 + 091i
691 + 1295
—-10.58 — 0351
2122
-11.1 + 091i
691 + 1295

—-10.89 — 10244

—10.82 + 10.44i
6.63 — 13.06i
-11.1 - 091i

2159

—-10.71 + 0331
6.63 — 13.06i
-11.1 - 091i

2159

—-10.71 + 0331

7.06 + 13.5%

ka:= 0..cols(CovZ) - 1

—3.43 - 3.83i
—-1038 + 9.9%i
691 — 12.95i
—-10.71 — 033
2093
—-1038 + 9.99i
691 — 12.95i
—-10.71 — 033
2093
—10.96 + 0.43i

961 + 1092i )
-3.53 - 3.72i
~10.89 + 1024i
7.06 — 13.5i
~10.96 — 043
-3.53 - 3.72i
~10.89 + 1024i
7.06 — 13.50i
~10.96 — 0.43i
216

2 — equagso (38) do slide 52 do Cap II.7
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Grafico do espectro de autovalores )\zk . Note os primeiros NsignalEigV := 3 valores de )\zk significativos, o que indica haver

NsignalEigV = 3 signal eigevectors e portanto NsignalEigV = 3 sinais incidentes (ajustar manualmente o valor de NsignalEigV no
inicio do paragrafo acima a partir da inspecao visual do grafico do espectro de autovalores )‘k abaixo - ver discussao nos slides 15 e 16

do CapI1.6).

0.15

0.1
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Autovetores

8]

ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

A0

UZk, Kka = eigenveo(CovZ , kzka)k —>

UZ=

(0113 - 026i
0227 + 0213
031 — 0.118i
0336+ 5702ix 10
0294 + 0.11i
—0227 + 0213i
031 - 0.118i
0336+ 5.702i x 10

0294 + 0.11i

0204 - 02

3

3

—0327 - 0.057%
—0.053 - 0317
0226 — 02021
0284 + 0.104i
0.08 + 0309
—0.053 - 0317
0226 — 02021
0284 + 0.1041

0.08 + 03094
—0282 + 0.1841

0327 + 031i

—0.132 - 02744

0.187 + 0.14%

—0.14 + 0.193i

0.04 — 0302

—0.132 — 02741

0.187 + 0.14%1

—0.14 + 0.193i

0.04 - 0302
—0212 + 03911

0227 - 02171

0.067 + 02041

0294 + 02461

0233 — 0319

0.015 — 023%

0.067 + 02041

0294 + 02461

0233 — 031%

0.015 — 023%
—0.186 + 02311

0.104 - 05331

0213 — 02441

—0.039 + 0.05%

—0.084 - 0.0321

0307 — 6234ix 10>

0213 — 02441
—0.039 + 0.05%
—0.084 - 0.0324

0307 - 6234ix 10
0452 + 0275i

3

02 + 04161

022 + 0.089

0296 — 0.0341

0243 + 0.1231

0233 — 0.026i

022 + 0.089i

0296 — 0.0341

0243 + 0.1231

0233 — 0.0261
0375 - 03131

da matriz CovZ (equacao (39) do slide 52 do Cap I1.7):

0
0018 + 1672 x 10
—0.119 — 1.058i x 10~
0044 + 6275ix 10~
0.695 + 6.634ix 10

—0018 - 1672ix 10

0119+ 1058 x 1070 0119 1.681ix 107 % 0119 - 5783 107 %

—0044 — 6275ix 10

7

6

7

6

7

7

0695 — 6:634ix 10~ °

0

0

0018 — 2558 x 10

0119 + 1681ix 10~ ¢

7

0,044 — 6.105i x 10

0.695 — 1.037ix 10 °

0018 + 2558i x 10~

7

—0.044 + 6.105i x 107

0695 + 1.037ix 107>

0

0

0018 — 2794 x 10~
0119+ 5.783ix 10 °
0044 — 1313ix 10~ 5

0.695 + 2.073i x 10

0018 + 2.794ix 10

0044 + 1313ix 10 °

—0695 - 2073ix 10
0

0

0018 + 897 x 10~ ¢

0119 - 2537ix 10" °

0044 — 2073 x 10~

0.695 — 2073 x 107

9 10

—0018 - 897ix 10

0119+ 2.53Tix 107 °

0044+ 2073ix 107

7 7

—0695 + 2073ix 10
0 y,
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ESPRIT - Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques

Obtendo os signal eigenvectors Es (autovetores com autovalor associado de valor significativo):

endcol := NsignalEigV — 1 = 2 — indice das colunas de UZ onde terminam os signal eigenvectors
( 0.113 - 0.26i —0.327 - 0.057i  0.327 + 0.31i
-0.227 + 0.213i -0.053 - 0.317i —-0.132 - 0.274i
0.31 — 0.118i 0.226 — 0.202i 0.187 + 0.1491

—0.336 + 5.702ix 10 3 0.284 + 0.104i -0.14 + 0.193i

. 0.294 + 0.11i 0.08 + 0.309i  0.04 — 0.302i
Es := submatrix(UZ,0,rows(UZ) — 1,0,endcol) = . . )
—0.227 + 0.213i —0.053 - 0.317i —0.132 — 0.274i

0.31 — 0.118i 0.226 — 0.202i 0.187 + 0.149i

—0.336 + 5.702i x 10 3 0.284 + 0.104i -0.14 + 0.193i
0.294 + 0.11i 0.08 + 0.3091  0.04 — 0.302i
\ -0.204 - 0.2i -0.282 + 0.184i —-0.212 + 0.391i /
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(c) LS-ESPRIT:

Ux = submatrix(Es ,0, ﬂoor(

(equagio (40) do slide 53 do Cap I1.7)

Uy = submatrix(Es , ﬂoo{%(lgs))

(equagéo (41) do slide 53 do Cap I1.7)

rows(Es) ]
2

( 0.113 - 0.26i
—0.227 + 0.213i

-0.336 + 5.702i x 10
\ 0.294 + 0.11i

3

-0.327 - 0.057i  0.327 + 0.31i )
—-0.053 - 0.317i —-0.132 - 0.274i

0.226 — 0.202i 0.187 + 0.149i
0.284 + 0.104i -0.14 + 0.193i
0.08 + 03091  0.04 — 0.302i )

/

-0.227 + 0.213i

—0.053 — 0.317i —0.132 — 0.274i \

0.31 — 0.118i
,rows(Es) — 1,0,cols(Es) — 1) =

0.294 + 0.11i
\ —0.204 — 0.2i

-0.336 + 5.702i x 10 3

0.226 — 0.202i

0.284 + 0.104i
0.08 + 0.309i

—0.282 + 0.184i —0.212 + 0.391i

0.187 + 0.149i

—0.14 + 0.193i
0.04 — 0.302i
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1 -0.906 — 0.372i ~0.065 + 0.015i —0.097 + 0.534i
o) o () vy - - :
P = [(U ) -Ux| - (UX) Uyl =|454x 107 + 7.872ix 107> 0.45 + 0.864i —0.219 + 0.356i | —> equago (42) do
-0.01 + 0.079i 0.041 — 0.114i —-0.941 + 0.127i ) slide 54 do Cap II.7
P := if (cols() = 0,identity(1)-1,) = 0..rows(P) — 1
-0.893 — 0.447i

N, = eigenvals(h), (oo mg 7> M0 = | 0983+ oquacao (43) do side 54 do Cap 1.7
0.479 + 0.877i

© O
arg(w ) 148.453 80 150
LS_DOA_:= acos(c-z—fm] — LS DOAG =| 20.104 [ <> DOA=|85 70 |°
-Tr- -S
70.066 90 20

(equagéo (44) do slide 54 do Cap I1.7)
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(d) TLS-ESPRIT:

Vs:= smclJ:(G)T,(G)T]-aummt(Ux,uy) —> equagZio (45) do slide 54 do Cap II.7

( 499.241 -21.45 + 1.3761  —4.276 + 121.105i —462.076 — 187.226i —29.805 — 5.101i —55.768 + 144.214i )
3 -21.45 - 1.376i 498.352 -128.181 - 5.926i 2298 + 3.126i 219.692 + 4449221 14914 + 155.159i
:/2 _ -4.276 - 121.1051 -128.181 + 5.926i 502.59 -46.928 + 149.871 -40.307 — 157.499i -381.955 + 26.476i
-462.076 + 187.226i  22.98 — 3.126i -46.928 — 149.87i 500.759 21.45 - 1.376i 4.276 - 121.105i
-29.805 + 5.101i  219.692 — 444.922i -40.307 + 157.499i 21.45 + 1.376i 501.648 128.181 + 5.926i
\ —55.768 — 144.214i 14914 - 155.1591 -381.955 — 26.4761 4.276 + 121.105i 128.181 — 5.926i 497.41 )

k:=0..rows(Vs) - 1 ka:= 0..rows(Vs) - 1

(1079 )
1.186
0.735
)\Vsk S eigenvaIS(VS)mws(vS)—k—l = A= 8421 x 10 2
0
(1.501 x 107°
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Ve ke eigenvec(Vs,szka)k —> equagso (46) do slide 54 do Cap I1.7

(-0.415 + 0.502i -0.125 - 0.097i -0.098 - 0.082i 0.1 — 0.207i 0.495 + 0.477i 0.073 + 0.063i
—0.15 + 0.071i 0.22 + 0.51 0.288 + 0.269i 0.016 — 0.442i —0.08 + 0.049i -0.219 — 0.515i
0.198 + 0.093i —0.338 — 0.2491 0.57 + 0.0611 0.549 + 0.0691 0.062 — 0.0341 -0.368 + 0.021i
Vv = _ _
0.195 — 0.624i 0.138 + 0.072i 0.122 — 8.91i x 10 3 2.628 x 10 3 + 0.1011 0.651 + 0.2771 0.059 - 0.138i
0.026 + 0.161i 0.553 — 5.903ix 10 3 0.383 — 0.054i 0.31 — 0.012i -0.012 — 0.109i 0.614 + 0.182i
\ 0.193 + 0.098i 0.377 + 0.1651 -0.531 - 0.231i 0.571 + 0.111i 0.02 + 0.015i -0.321 — 0.081i

0.1-0207i 0.495+ 0477 0.073 + 0.063i
I
rows(Vv) _ 1,@&0&\/‘/) _ 1) — | 0.016 — 0.442i —0.08 + 0.049i —0.219 — 0.515i

V12 = submatrix(Vv,O,
0.549 + 0.0691 0.062 — 0.034i —-0.368 + 0.021i

(equag:éo (47) do slide 55 do Cap 11.7)

V) 5(VY) 0+0.101i 0651 +0277i 0.059 — 0.138i
rows(Vv cols(Vv
Tows(VY) = 1,=———,c0ls(VV) = 1 | =|  0.31-0.012i —0.012 - 0.109i 0.614 + 0.182i

V22 := submatrix(Vv,
0.571 + 0.111i 0.02 + 0.015i -0.321 — 0.081i

(equagao (48) do slide 55 do Cap I1.7)

—-0.906 — 0.372i —0.065 + 0.0151 -0.097 + 0.534i

-1 _ _ . i
A= V12:V22T = | 45305 107 + 7.875ix 1070 0.45 + 0.865i —-0.219 + 0.356i | —> equagio (49) do side 55 do Cap I1.7
~0.01 + 0.079i 0.041 — 0.114i -0.941 + 0.127i
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Y := if (cols(1p) = 0,identity(1)-{,) m:= 0..rows(y) - 1

—0.893 - 0.447i
0.479 + 0.877i
(CI
urg()nl: ) 148.453 80 150
TLS DOAG_:= m{cTTm—] —  TLS DOAd =| 20.105 |-° <> DOA=|85 70 |-°
-m-f-s
70.065 90 20
(equagao (51) do slide 55 do Cap I1.7) ﬂU
Note a menor precisdo para a onda EM que incide sob
148.453 0 = 80°. De fato, quanto mais a incidéncia se aproximar

B . da diregéo do zénite do ULA( 6 = 0°), menor sera a
LS_DOAs =| 20.104 precisio devido ao ganho nulo dos dipolos para 6 = 0°.
70.066
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